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Uber die Quantenmechanik der Elektronen
in Kristallgittern.

Von Felix Bloch in Leipzig.

Mit 2 Abbildungen. (Eingegangen am 10. August 1928.)

Die Bewegung eines Elektrons im Gitter wird untersucht, indem wir uns dieses
durch ein zuniichst streng dreifach periodisches Kraftfeld schematisieren. Unter
Hinzunahme der Fermischen Statistik auf die Elektronen gestattet unser Modell
Aussagen iiber den von ihnen herrithrenden Anteil der spegifischen Wirme des
Kristalls. Ferper wird gezeigt, daff die Berticksichtigung der thermischen Gitter-
schwingangen GréBenordnung und Temperaturabhingigkeit der elektrischen Leit-
fihigkeit von Metallen in gualitativer Ubereinstimmung mit der Erfahrung ergibt.

Einleitung. Die Elektronentheorie der Metalle hat seit einmiger
Zeit Fortschritte zu verzeichnen, die in der Anwendung quantentheo-
retischer Prinzipien auf das Elektronengas begriindet sind. Zunichst hat
Pauli® unter der Annahme, da8 die Metallelektronen sich vollig frei im
Gitter bewegen konnen und der Fermischen** Statistik gehorchen, den
temperaturunabhiingigen Paramagnetismus der Alkalien zu erkliren ver-
mocht. Die elektrischen und thermischen Eigenschaften des Elektronen-
gases sind dann von Sommerfeld, Houston und Eckart®* niher
untersucht worden. Die Tatsache freier Leitungselektronen wird von
‘hnen als gegeben betrachtet und ihre Wechselwirkung mit dem Gitter
nur durch eine zunichst phinomenologisch eingefithrte, dann von
Houston®¥** strenger begriindete freie Weglinge mitberficksichtigt.
Schlieflich hat Heisenbergy gezeigt, dafl im anderen Gremzfall, wo zu-
nichst- die Elektronen an die Ionen im Gitter gebunden gedacht und erst
in nichster Niaherung die Austauschvorginge unter ihnen beriicksichtigt
werden, das fiir den Ferromagnetismus entscheidende intermolekulare Feld
seine Erklirung findet.

Hier soll ein Zwischenstandpunkt zwischen den beiden oben er-
wihnten Behandlungsweisen eingenommen werden, insofern, als der Aus-
tausch der Elektronen unberticksichtigt bleibt, sie dagegen nicht einfach

* W. Pauli, ZS. {. Phys. 41, 81, 1927.

## B, Fermi, ebenda 86, 902, 1926.
##% A, Sommerfeld, W. V. Houston, C. Eckart, ebenda 47, 1, 1928,
=% W.V, Houston, ebenda 48, 449, 1928,

T W. Heisenberg, ebenda 49, 619, 1928,
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als frei beweglich, sondern in einem Kraftfeld gedacht werdeu, das die-
selbe Periodizitit hat, wie der Gitteraufbau selbst. Auf dieser Annahme
fuflend, soll gezeigt werden, wie und bis zu welchem Grade sich die Tat-
sache freier Leitungselektronen quantenmechanisch rechtfertigen labt.
Wesentlich ist dabei der namentlich von Hund#* hervorgehobene Unter-
schied gegeniiber der klassischen Mechanik, dafi es unmoglich ist, ein
Elektron in einer noch so tiefen Potentialmulde festzuhalten. Solange
man ein streng periodisches Kraftfeld annimmt, wird vielmehr jedes der
N Elektronen unbehindert durch das Gitter durchwandern konnen. Erst
dessen Abweichungen von der Periodizitit infolge der Warmebewegung
der Atome gibt zu einer endlichen freien Weglénge und Leitfdhigkeit Anla§.

§ 1. Die Quantenmechanik eines Elektrons in einem drei-
fach periodischen Kraftfeld: Nach Schrédinger gehorcht die zur
Energie E gehirige zeitunabhéngige Wahrscheinlichkeitsamplitude 4 (29 2)
der Differentialgleichung
' __ 8Ba’m

ApfpE =Ny =0 p=-2, (M

V ist das elektrostatische Potential, in dem sich das Elektron im
Gitter zu bewegen hat. Uber seine Abhingigkeit von den Koordinaten
%, ¥, # machen wir folgende Annahme:

Legt man den Koordinatenursprung in einen Gitterpunkt und seien
a, b, ¢ die Grundvektoren des Gitters, so dal der Ortsvektor irgend eines
Gitterpunktes gegeben ist durch

t¢ = ¢,8-Fg,0+9g,¢ 6,0,0, = ganze Zahlen,

so soll V" der Periodizitiatsbedingung gentigen

V) = V(I+g1a+92[’+f/3c>v (2)
WO g,4,0, wieder irgendwelche ganze Zahlen bedeuten und an Stelle des
Tripels &, y, ¢ der Ortsvektor v gesetzt ist.

Die Frage nach den Eigenwerten und Eigenltsungen der Differential-
gleichungen (1) h#ngt nun von den Randbedingungen ab, denen letztere
gehorchen sollen. Die naheliegendste Bedingung wire das Verschwinden
von 1 an den Randflichen des Kristalls, da die Wahrscheinlichkeit, das
Elektron auBerhalb anzutreffen, offenbar praktisch verschwindet.

Indessen brichte dies eine die Behandlung erschwerende Auszeichnung
der Randflichen mit sich, die offenbar nichts mit der physikalischen

* F. Hund, ZS. {. Phys. 40, 742, 1927.
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Natur des Problems zu tun hat. Die Tatsache ist vollkommen analog
derjenigen, die man seinerzeit bei der Theorie der spezifischen Wirme
von Kristallgittern antraf. Die Schwierigkeit wurde damals von Born
und Kérmdan* behoben durch Einfithrung der zyklischen Bedingung,
daf die elastischen Eigenschwingungen eine dreifache raumliche Periodizitst
aufweisen sollen, und es liegt nahe, dieselbe Forderung fiir die Wabr-
scheinlichkeitsamplitude der Gitterelekironen zu erheben. Dies bedeutet,
daf nicht nur die elastischen, sondern auch die von den Elektronen her-
rithrenden Kigenschaften des ganzen, noch so grofien Gitters bekannt
sind, sobald sie in einem hinreichend grofen Teilgebiet, sagen wir dem
durch die Vektoren G, a, &,5, ;¢ aufgespunnten Parallelepiped bekannt
sind, wo G, (f, G, groBe ganze Zahlen seien. Das Gesamtgitter geht aus
diesem Grundgebiet mitsamt seinen Eigenschaften durch periodische
Wiederholung hervor; die gleichartige Behandlungsweise von ,-Wellen*
und elastischen Wellen wird sich als vorteilhaft erweisen, sobald wir
ihre Wechselwirkung zu untersuchen haben, wie dies fiir das Problem
des Widerstandes tatsiichlich der Fall sein wird (§ 5).

Dab sich tiber die Lisungen von (1) schon etwas aussagen 146t allein
auf Grund der Periodizitit (2) des Potentials, wird durch die gruppen-
theoretischen Untersuchungen nahegelegt, die Wigner** zum ersten Male
bei quantenmeéchanischen Fragen anstellte. Wir wiederholen seine Uber-
legungen in dem Mafe, wie wir sie hier benstigen.

Der Einfachheit halber wollen wir annehmen, daf die Gittervektoren
a, b, ¢ senkrecht aufeinander stehen, und die Koordinatenachsen in ihre
Richtungen legen ; die folgenden Uberlegungen bleiben aber auch fiir einen
beliebigen triklinen Kristall giiltig.

Sei

[a| == lﬁl = b ’C‘ =

so gehoren die drei Substitutionen

R: ' = x4 q o= . 2 ==z, l
S: 3 =z, y =y -+ 0 5 = gz (3)
T 5 = =, ¥ =¥ z':z%—(:J

zur Substitutionsgruppe der Differentialgleichung (1), d. h. mit jeder
Losnog ¢ (zxy2) ist auch ¢ (z'y ¢) eine Liosung. Nun selen ¢, (xy e X),
Y, (rys k), ... ¥ (xyz E) eine Reihe von linear unabhingigen Eigen-

# M. Born und Th v. Karman, Phys. ZS. 13, 297, 1912; 14, 15, 1918,
# B, Wigner, ZS. f. Phys. 43, 624, 1927,



558 Felix Bloch,

funktionen von (1), die zum Eigenwert E gehtren und aus denen sich
jede zu E gehdrige Losung linear zusammensetzen lifit. Dann gilt

i
Y (@ + a,y,2 E) = E ar Yy (wy 2, B),

z=1
!
Yi 1y + b2 E) — 2 bei ¥x (Y2 E), (4)
=1 .
!
U@y 2+ 6E) = S e, ¢ (wy2 E).
=1

Das heilt, die Gruppenelemente R, S, T' werden ,dargestellt® durch die
Matrizen bzw. (@,3), (b.2), (¢x2). Entsprechend findet natiirlich irgend ein
Produkt, R9r S92 793, d. h. diejenige Substitution, die man erh#lt, wenn
man g, mal hintereinander R, g,mal S, gymal 7' ausgeiibt hat, seine Dar-
stellung in dem entsprechenden Matrizenprodukt (a,;)91 (b,;)%2 ()9
Nun sollen aber die Funktionen ¢, (xy2E) (# = 1,2 ... 1), da sie als
Eigenfunktionen unseres Problems mit der oben besprochenen Rand-
bedingung eine dreifache riumliche Periodizitit mit den Perioden G, a,
G, b, G,c aufweisen, durch die Substitutionen RG:, Sz, T'%s in sich selbst
itbergefithrt werden. Dies bedeutet fiir die Darstellung durch Matrizen:

(@22)% = (by2)%2 = (642)% = 8,3, (5)
wo 0,; die Einheitsmatrix bedeutet. Die fiir unser Problem charak-
teristische Substitutionsgruppe ist also das direkte Produkt dreier mit-
einander vertauschbarer zyklischer Gruppen*® von den Ordnungen bzw. &,
G4, G, Tlhre einfachste, die irreduzible Darstellung erhalt man, wenn
man statt von den %, von einem anderen System linear unabhingiger
Eigenfunktionen

11
w}.:Etﬂ,wz A=12...1

z=1
ausgeht und die Matrix (#,;) == ¢ so wahlt, da8
(@22) = 71 (@) t; (Ver) = 17 (be2) b5 (€ha) = £ ()t
Diagonalmatrizen sind.
Dies ist nach bekannten Sitzen stets moglich, da die Matrizen (a,;),
(b.2), (¢.2) miteinander vertauschbar sind. Awus (5) wird nun
(@)% = (b,2)%2 = (€,2)% = 0. G))
Die Diagonalelemente von (a,;), (b,2), (¢,2) sind also Einheitswurzels,
d. b. wir kinnen schreiben
273 P 27 I 2L,

' Y G T 5
arp=¢% , by =¢e% ", == 7, (5"

* Vgl. Speiser, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung. 2. Aufl, 8. 16.
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wo ky, 1, m; ganze Zahlen sind, und aus (4) wird
97§

‘ . - I , = ky \
Ui (@t a2 B) = Say; vy (syeE) ;v (ryz B)y- e G @) (ey o B),
7z

27
' p M ' ’ 4 ' ' 4 — i ,
L7 (4777.7/ + byZ’—E)ZS bz). wx (J’yzﬁ):b/l P2 (.I}J/ﬁL) —e b w/(‘kz/ZE):
#
271

r EAl ’ ’ 1 1 I ——m; ' -
Wty 2+ )= Ecz?- Yr(xyeE)=c; Py (myzE)=c% /IP;.(WWE)-
F 4

Zu jedem Eigenwert gehort natiirlich ein ganz bestimmtes Zahlensystem
]”',1: 73_, m;.

Die Relationen (4') fiir die Eigenfunktionen ¢r; sind vollkommen
dquivalent mit der Aussage: Jede Eigenfunktion 148t sich in der Form

darstellen rx vy . me )

27t +

am (BYE) — € a6 b6y G/ . (3y2), 6
rim LY Y

WO iy, eine dreifach periodische Funktion mit den Perioden a, b, ¢ ist
und k, 1, m ganze Zahlen bedeuten. Fithren wir die Lénge der das
Grundparallelepiped aufspannenden Vektoren ein

al, =K, bG,=1L ¢G, =M,

so wird aus (6)
ly  mz

27 (’2’-4— ——
Viim = € A L o Uk im (x?/‘g) (ba}

(ber die spezielle Form der Funktion wyg,, ist nichts ausgesagt.
Diese hingt natiirlich davon ab, wie das Potential im einzelnen verlauit,
und auferdem kann sie auler von den Zahlen %, I, m noch sehr wohl von
anderen Quantenzahlen abhingen.

Die Tatsache, da§ sich von den Eigenfunktionen nach (6a) stets ein

(ke ly | omz
Faktor ¢~ \E T L T abspalten lifit, wobei der Rest nur noch die
Periodizitat des Gitters aufweist, 14Bt sich anschaulich so formulieren,
daf wir es mit ebenen de Broglie-Wellen zu tun haben, die im
Rhythmus des Gitteraufbaus moduliert sind*®’

Diese Ahnlichkeit mit den Eigenfunktionen der krifteireien Bewegung
ist es, die den Gitterelektronen die zur elektrischen Stromleitung not-
wendige Beweglichkeit gibt. Um dies zu zeigen, bilden wir den Awus-

* Zusatz bei der Korrektur. Wie ich leider erst nachtriglich bemerkte,
haben E. E.Wittmer und L. Rosenfeld, ZS. f. Phys. 48, 530, 1928 dasselbe
Resultat schon vorher anf anderem Wege hergeleitet.

4)
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druck, der nach Schrédinger® den zum Zustand %, 1, m eines Elektrons
gehdrigen Gesamtstrom in der z-Richtung angibt:

h —  OYrm 0 Vrim
o J("pklm g“ — Yiim 3’; > dr. O]

8T —_—
klm daim

Die Integration ist iiber das ganze Grundparallelepiped zu erstrecken
und die Eigenfunktionen (6a) sollen in diesem Gebiet orthogonal und
normiert sein. Der Ausdruck (7) lift sich folgendermaflen umformen:
Nach (1) ist _ _

YAy —ypdy = 0.

Also nach dem Greenschen Satze

[e@av—p A9 dr + [2[(grad v, grad ¥) — (o-rad ¥, grad y)] dr

=[5 vt [T v =0

wobel das letzte Integral tiber die. Gesamtoberfliche des Grundparallel-

epipeds zu erstrecken ist und —0— Differentiation nach der Normalen be-

on

deutet. Nun sind wegen der Periodizitit die Ausdriicke E% und

on

¥ aaw immer an entsprechenden Stellen der Oberfliche entgegengesetzt

“

gleich, so daf nur die x-Seitenflichen etwas beitragen, und zwar bleibt:

" eh —  dyy 0 Yrim

Ftm m j ('-L'klm d‘ﬁm — Yrim 0 ,"> dt
" eh [ (= 0 Vpim dwklm Q
-— ij (wklm d z — Yrim 0z )df, (5)

wo das Integral nur noch iiber die rechte Seitenfléche gemeint ist. Die
Proportionalitit mit X ist nur eine scheinbare, da noch die Normierung
der 1y, in Betracht gezogen werden mufl. (8) verschwindet nun im all-
gemeinen keineswegs, so dab dem Zustand , 7, m tatsschlich ein mittlerer
Impuls, d. b. ein Vorwirtswandern entspricht.

Unsere bisherigen allgemeinen Betrachtungen sollen nun an zwei
Grenzfillen illustriert werden, dem der vollkommen freien und dem der
sehr fest gebundenen Elektronen. In der Natur findet sich natiirlich stets
ein Mittelding zwischen den beiden realisiert.

®* [. Schridinger, Ann. d. Phys. (1) 81, 138, 1926.
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Zunichst die freien Elektronen. Hier wird wegen der Normierung

offenbar aus (6a) ve 1 me
1 pni(F+ L+ %2
Ypim == ====x= ¢ . )

VELM

d. h. unsere quasi-ebenen de Broglie-Wellen (6a) gehen in diesem Grenz-
fall tatsichlich in die bekannten ebenen de Broglie-Wellen iiber. Aus (8)

wird hier
. e kh

: T
kim m K

(9

ki '
wo —EL in bekannter Weise den zur Wellenlinge %( gehorigen Impuls dar-

stellt. Die gewohnliche Translationsbewegung ordnet sich hier auf ganz
natiirliche Weise dem Hundschen Platzwechsel des Elektrons in gleichen
Potentialmulden unter.

Als der den vollkommen freien Elektronen entgegengesetzte Ideal-
fall soll ausfiihrlich diskutiert werden

§ 2. Der Grenzfall stark gebundener Elektronen. Dieser
wird dargestellt durch ein Potential V, welches in der unmittelbaren Um-
gebung jedes Gitterpunktes stark negativ ist, in Entfernungen von der
Grofe der halben Gitterkonstanten jedoch stark ansteigt. An diesen Stellen
werden, wie Hund* gezeigt hat, die Kigenfunktionen sowie ihre ersten
Abléitungen sehr klein. TUm nun zu sehen, in welcher Weise der Leiter-
charakter eines Gitters von der Bindungsstirke der Elektronen abhingt
braucht man nur in (8) die rechte Seitenfliche des Grundparallelepipeds
in die Mitte zwischen zwel benachbarte Gitterebenen zu legen. (Wegen
der Divergenzireiheit des Stromes ist der Ausdruck (8) natiirlich unab-
héngig von der speziellen Lage der Fliache!) Sie verldnit dann aus-
schlieflich an Stellen hohen Potentials, so dab dort die Grofen 3 und %}1;

und mithin der Strom sehr klein werden und im Grenzfall unendlich stark
gebundener Elektronen (idealer Isolator) verschwinden.

Ein genaueres Bild unseres Modells erhalten wir, indem wir die
Differentialgleichung (1) in #hnlicher Weise als ein Stérungsproblem auf-
fassen, wie dies von Heitler und London** fiir den Fall zweier Wasser-
stoffatome gemacht wurde. Wihrend es sich aber dort um ein Zwel-
kirperproblem handelt, liegt hier infolge der Vernachlissigung der

* 1 e.
#% \V. Heitler and ¥. London, ZS. f. Phys. 44, 455, 1997,
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Elektronenwechselwirkung nur ein Einkdrperproblem vor. Dabei wird
unendlich starke Bindung als der ungestorte Ausgangspunkt betrachtet.

Zunéchst stellen wir das Potential von (1) als Summe der von den
verschiedenen. Gitterpunkten herrithrenden Potentiale dar. Dabei ist zu
beachten, daf} fiir sie nicht einfach das vom Metallion herrithrende Feld
mafgebend ist, sondern auch die iibrigen Leitungselektronen einen Bei-
trag liefern. Man kann ihn sich etwa zustande gekommen denken durch
die von ihnen herriihrende kontinuierliche Ladungswolke*; indessen ist
ihr EinfluB in der unmittelbaren Umgebung eines Atoms gering, so daB
es gerechtfertigt sein wird, fiir das vom einzelnen Gitterpunkt herriihrende
Potential einfach das des Ions zu sefzen.

Liegt das Ion im Gitterpunkt

Tg1029s =— 910 + 9> b + 95 ¢

so sei sein Potential gegeben durch

Uglgzgg (ry2) = U(x 9% Y- g2b, 5““930)7

und es ist .
Vwye) = > Uy, g,q, (€9 2). (10)
919293 = — >
Nun betrachten wir die Differentialgleichung
4@9192 93 + u (£ — U9192 93) Po1g292 — 0, (11)

der offenbar die Bewegung eines Elektrons um ein isoliert gedachtes lon
des Metallgitters entspricht. Diejenige ihrer (im Unendlichen ver-
schwindenden) reellen Figenlosungen, die zum tiefsten Eigenwert E,

gehort, sei ‘
Pg1 9292 (xyz)_‘:q)(w—glafy_-QQb’Z__gsc)' (]2)
Solange man von der Wirkung der Metallionen auf die benachbarten
absieht, ist unser System so vielfach entartet, als es Ionen im Gitter gibt,
da zu der Bewegung (11) um jedes derselben die gleiche Energie E; ge-
hért. Dementsprechend machen wir fiir die Lgsung vos {1) den Ansatz
E=E+¢ ¥=220%4g09 Poggt 7 (13)

919293

wo ¢ und v kleine Gréfen sein sollen, deren Produkte und héhere Potenzen

zu vernachldssigen sind. Dann wird aus (1) unter Benutzung von (11)

Ao+ p (By— V) v==—p > b9, 6, Pgygo 95 €—V + Ugyg,9.) (14)
919293

Damit diese inhomogene Gleichung in » iiberhaupt eine L&sung hat,

muB bekanntlich die rechte Seite auf den Lisungen der homogenen senk-

*# Vgl. z. B. BE. Fermi, Z8. f. Phys. 48, 73, 1927,



TUber die Quantenmechanik der Elekironen in Kristallgittern. 563

recht stehen. Nun kennen wir letztere zwar nicht, doch werden sie sich
von den Losungen gy, 4, ;. von (11) um so weniger unterscheiden, je kleiner
die Wechselwirkung benachbarter Atome ist. Wir fordern daher statt
der eigentlichen Orthogonalitat®

2 g, g gaj (e — Uy, g, gg) Qg1 9595 Phyhghy 8T = 0

919293
— . |
hyhy = — oo ... + oo. (15)
WO ,
U9192 g3 V— U9192 g3

gesetzt ist und das Integral tiber den ganzen Raum gemeint ist.

Uber das Potential U (2 y £) um ein isoliertes Ion herum machen wir
nun folgende Annahme, die erst unsere Wahl von (11) als ungestirtes
Ausgangsproblem rechtfertigt. Usoll im Punkte 2 == y = 2 = 0 negativ
unendlich werden, im Unendlichen verschwinden und schon in Ent-
fernungen vom Nullpunkt von der Grofle der halben Gitterkonstanten sehr
klein sein.

Dann sind die Eigenfunktionen ¢g 4,0, nur in der unmittelbaren
Umgebung des Punktes (g, g,g,) wesentlich von Null verschieden, und
wenn wir sie noch als normiert betrachten, so kann bis auf Glieder der
GroBenordnung von v gesetzt werden '

(1 wenn g, = h,, g, = hy, g, = hy,

10 in allen iibrigen Fillen. (16)

jq)g19293 Phy o by dr =
Beim zweiten in (15) vorkommenden Integral

J = J‘ Us;1gzga Pg192 93 Phiha bz dt

ist zu bedenken, da Uy, 4,4, in der Umgebung des Punktes (g, g, g,) fast
verschwindet, nimlich gleich der Summe der von den iibrigen Gitter-
punkten dort erzeugten Potentiale ist. Deshalb mufl bei der Bildung von
J auch der Fall in Betracht gezogen werden, wo das Tripel (%, &, k,)
einen zu (g, g, 9,) benachbarten Gitterpunkt bezeichnet. . Die weiter ent-
fernten brauchen nicht betrachtet zu werden, da dort der Wert von ¢, ,, s
schon zu klein geworden ist. Wir wollen im folgenden annehmen, daf
wir es mit einem einfachen kubischen Gitter zu tun haben und daB die
Funktionen U(rye) und @ (xy£) kugelsymmetrisch sind. Dann werden
wir setzen diirfen

oo wenn (b by hy) == (g, 99 95)
_“ U.(;l 9293 P91 92 93 Phiho g dv=1{f wenn (hy by hy) Nachbar von (9,9595), (17

0 in allen iibrigen Fallen. J

* Das Verfahren ist dem von Heitler und London, L. c., angewandten voll-
kommen analog.
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o bezeichnet die durch den Einflul der benachbarten Atome zu E
tretende Zusatzenergie, B eine fiir den Platzwechsel nach den Nachbar-
punkten charakteristische Energie und es wird mit (16) und (17) aus (18)

(e — ) Ay, 95 g3 + B (a!h +1, 02, 93 + Ag, — 1, g2, 93 + %91, 95+ 1, g3
+ Og1, 92— 1, 92 -+ 919295 +1 + qg1g293~1) = 0,
019,05 = — 00 «++ | oo. (18)

Dies ist unser Sakularproblem zur Bestimmung der Unbekannten
g1 95 93 .

Zu seiner Losung erinnern wir uns des allgemeinen Resultats von
§ 1, daf jede, im Grundparallelepiped periodische Funktion beim Vorwirts-
wandern von einem Gitterpunkt zum benachbarten mit einer Eineits-
wurzel multipliziert wird. Sehen wir also zunidchst von der kleinen
Zusatzfunktion » in (13) ab, so werden wir in Analogie zu (6a) zu
setzen haben:

27”:(7691 Lle m.%,)
Gy

aklm  — ¢ "Gy 6

g192 93 (1 9)
In der Tat befriedigt dieser Ansatz das (Gleichungssystem, wenn man
dem Parameter ¢ den Wert erteilt

2ak 2ql
Epim — oc——2ﬂ<cos i -+ cos _ar_+ cos (20)

2 wm\ ¥
s g, oo )

G3
Man erhilt also die Gesamtheit der Eigenfunktionen ,nullter Niherung®

i(——

T 27
wzlm — Ee G G G
g19293=—0°°

(ko (g2 mg;.;)
Pg1 9293 (21)

und zugehorigen Eigenwertstorungen, indem man in (20) und (21) den
Zahlen F, 1, m unabhingig die Werte von 1 bis bzw. G, G, G, erteilt.
Der urspritngliche Grad der Entartung der im Grundparallelepiped mog-
lichen Elektronenzustinde wird also auf den G, &, G;-ten Teil reduziert.

Gleichung (21) stellt die natiirliche Verallgemeinerung des von
Hund** behandelten Falles der Bewegung in zwei gleichen Potential-
mulden dar. Sind dort ¢, und ¢, die Eigenfunktionen, die der Bewegung

* Als Ausdruck der in § 1 diskutierten allgemeinen Gruppeneigenschaft der
Eigenfuuktionen gilt der Ansatz (19) streng auch dann, wenn man nicht nur den
Austausch mit den Nachbar-, sondern auch mit entfernteren Atomen beriicksichtigt.
Man erhilt dann fiir &, eine nach cos fortschreitende Fourierreihe, die aber in
(20) schon nach dem zweiten Gliede abgebrochen ist.

# P, Hund, ZS. f. Phys. 43. 805. 1927,



Uber die Quantenmechanik der Elektronen in Kristallgittern. DL

in der Mulde 1 bzw. 2 entsprechen, so hat man als Eigentunktionen
nullter Niherung die ,symmetrische A

@+ Py

und die ,antisymmetrische®

P — Py
d. h., die die ,Muldeneigenfunktionen* verkniipfenden Faktoren sind
zweite Einheltswurzeln, wihrend in (21) der Grad der Einheitswurzeln
durch die Zahl der im Grundparallelepiped vorhandemen Gitterpunkte
bestimmt ist.

‘Wir gehen nun dazu iiber, nach (8) den zum Zustand 4, I, m gehorigen
Strom zu bilden. Hierzu geniigt die Kenntnis der Eigenfunktionen nullter
Niherung (21). Denn wie bei der homogenen Gleichung, so wird auch
die schon an sich als klein vorausgesetzte Liosung von (14) an den Stellen
hohen Potentials erst recht klein, so daf wir sie dort vernachlissigen

diirfen.
Dann wird aus (8) mit Hilfe von (21)

e h . k 1
S(lglm = K%— By 91%93 sin 27 [El (hl - f/1) + Eg (102 — 92)
By ke by
" O O by by o
tg O *93)]' 5 Pogeos— g, oI (22)

Die Integration soll wieder iiber die rechte, zwischen zwei Gitter-
ebenen verlaufende Seitenfliche des Parallelepipeds vollzogen werden.
Sie liefert offenbar nur dann etwas wesentlich von Null Verschiedenes,
wenn die Gitterpunkte (g,g,9,) und (&, ity h;) entweder Nachbarn sind,
die durch die rechte Seitenfliche getrennt werden, oder wenn sie zu-
sammenfallen.

Und zwar wird, wenn die Integrationsflache zwischen den Afomen
(9,9,9;) wnd (g, 4+ 1, g,9;) verlauft, aus Symmetriegriinden

J g, + 0 -
[¢g1g2g3%x—L%df: j‘‘psh‘l‘l,.‘lzx]fs_;’)gl-gi"!’}i'g"i df :®x71
' ’(23)

d9 0 ‘
jq)glgz‘%*%df :j“Pfh+1,gzg3 —%-Zﬁédf:___(px'

Wenn man nun bedenkt, daf die Zahl der benachbarten Gitterpunkte-
paare, die durch die rechte Seitenfliche getrennt werden, &, G, betrigt,
und daf K = o G, so wird, aus (22)

" eh®d® , 2xlk
S‘k_lm = a Gl G2 Gs'ﬁ Sin "‘GT,

Zeitschrift fur Physik. Bd. 52. 38
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und fiir den von einem einzelnen Elektron im Zustand £, I, m herriihrenden
Strom in der z-Richtung erhdlt man bei entsprechender Normierung

der @y, g, g, ah®* .| 2xk

sin

™m G,

§ 3. Die spezifische Wiarme gebundener Elektronen. Die
Sommerfeldsche Theorie des auns den freien Elektronen bestehenden

Wi
Spim = ¢

(242)

Fermigases liefert fiiv dessen spezifische Wirme ein lineares Anwachsen
mit der Temperatur 7. Dieses Gesetz beansprucht Giiltigkeit, solange
T L 10% d h. solange man es mit einem villig entarteten Gase zu
tun hat.

Herrn Professor Heisenberg verdanke ich den Hinweis auf das
durch unsere Energieformel (20) bedingte, vollig andere Verhalten unseres
,Gases gebundener Elektronen®, das hier niher untersucht werden soll.

Nach (20) betrigt die zum Zustand k, I, m gehorige Energie

2 2l
Eklm:Eo+“_2ﬂ(cos s -+ GOS—,”—Z-FOOS
G, G,

271:m>. @25)

G3
Wir betrachten im folgenden unser Grundparallelepiped als wiirfel-
f6rmig und so grof gewidhlt, daf sich gerade ein Mol unserer Substanz
darin befindet, d. h. es sei
G =0,=6G,= @&
G3 — L — Loschmidtsche Zahl. (26)

Dann sind G, Gy, G, ganze Zahlen der GroBenordnung 10® und von
den Grifen

und

2k 2=l _2mm

§:~G—: =g ?—T (27)

darf angenommen werden, dafl sie stetiz von — x bis + = verinderlich
sind. Dies entspricht dem Umstand, daf mit wachsendem Grundparallel-
epiped die diskreten stationsiren Zustinde immer dichter zusammenriicken.
Da die Zahl der in ihm vorhandenen Elektronen in gleichem MaBe wichst,
wird aus der urspriinglich treppenfrmigen Verteilungsfunktion f(£9f)
schlieflich eine stetige Funktion. Sie gibt die Zahl der im Zustands-
bereich I
dk dl dm — S—ﬁdg dy dg

befindlichen Elektronen an, und zwar betrigt diese nach Fermi

L dEdnd
fEnD dganat =5 £ dn 9t

(28)
1 ——I%% (cos & 4 cosy + cos §)
A +1
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Die Konstante A ist dadurch zu bestimmen, daB die Zahl N der
im Grundparallelepiped vorhandenen Elektronen vorgegeben ist. Nun
haben wir in § 2 angenommen, daB der urspriingliche Eigenwert E, des
isolierten Atoms einfach ist, so dal auch bei Hinzunahme der Wechsel-
wirkung zu einem bestimmten Energiewert E,, nur ein durch k1, m
bereits eindeutig definierter Zustand vorliegt. Indessen wird im all-
gemeinen, auch abgesehen vom Spin, der Ausgangsterm E, bereits mehr-
fach, sagen wir A-fach entartet sein. Nehmen wir an, daf durch die
Wechselwirkung die Energie jedes der zugehorigen A-Zustinde in gleicher
Weise, ndmlich nach der Formel (20) aufspaltet, und bedenken wir, dal
infolge des Spins in jedem Zustand sich zwei Elektronen befinden kénnen,
so wird aus (28)

2AL 1

f = ) 29
(gng) 8 z* 1 l'5.(cos{-‘+¢ms11—‘—c:osk) 1 ( )

a +

A ist nun definiert durch

N o 1 dE dy dg
e — i , (30
22 22 8 j‘ 1 ——(uosé“l—cosn—rcos_) (30)

+ 1

n = %ist die Zahl der Leitungselektronen pro Atom. Da fiir das iso-

lierte Atom das Pauliprinzip gilt, ist stets » < 21, d. h. » < 1.
Ferner ist die Gesamtenergie der im hervorgehobenen Kristallstiick
befindlichen Elektronen gegeben durch

B — 2813L~ﬂ‘7j’E0+a~2ﬂ(cos§+cosn+cos§)
2

" ﬁ( d§ dqdt.
v 2 c.os§+cosn+cos.)_§_1

Oder nach (30)
+ 7z
4/1Lﬁ ' cos§ 4 cosy - cosE
8 :

E=NE,+ o)— 7 dEdqydg. (31)
1  —ZE(cosé+ cosy+cosd)
—.g kT _+_1
A
— 7
Wir fithren zur Abkiirzung
28
=T (32)

ein und behandeln zur Diskussion der in (30) und (81) vorkommenden
Integrale die beiden folgenden Grenzfille getrennt.

38%
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w14
oo
o 2]

1. Z‘ﬁ LT dhyL1l Wir entwickeln in (30) und (31) den

Integranden nach Potenzen von y und brechen die Reihenentwicklung
nach dem quadratischen Glied ab. Aus (30) wird dann

T 1
8 (A—wl)j_” T2 V(COSEﬂLcosnLcosg)

g
4 —
) 1 9 (cos‘g‘ -+ cosy 4 cosg)Q]]dgdndg.
Das in p lineare Glied fillt weg und es bleibt
4 3,; 4—1
A1 A1

d. h., wenn man wieder bis zur zweiten Potenz von y geht:

A= [L+ @u—1ﬂ

Fiur den fiir die spezifische Wirme maBgebenden temperaturabhingigen
Teil der Energie folgt hiermit aus (31)

+ 7T
H.'{ {cosé -+ cosmy + cos ¢

4 -iilp_l [y (cos & + cosy + cos g)ﬂ]} dédndg

_ BALBA
“@fip?=

LALBA

E=NE+w=—gma 11

. @py
—3x(l—wiL. T

Daraus erhilt man in diesem Falle hoher Temperaturen fiir die spezifische
Molwirme bei konstantem Volumen :

0E (2B
s — T3 — 3 — == - x 2 <
G, 5T = (1 —x)AL . Y i 3Ax(1 —x)R.»%, (383)
wo B — kI die (Gaskonstante bedeutet.
Die spezifische Wirme des Elektronengases fillt also mit jlﬁ ab,
sobald man sich wesentlich oberhalb der durch
2
T, = —ﬁ (34)

0 k

gegebenen Temperatur befindet. Es ist wichtig, sich iiber die Grifen-
ordnung von 7'y Aufschluf zu geben. Nach (17) ist fiir § das Produkt
des ein isoliertes Atom (h, yh,) nmmgebenden Potentials und seiner Eigen-
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funktion g, 4ys,, multipliziert mit der Eigenfunktion g 4,0, des Nach-
baratoms, maBgebend. Sei nun an der Stelle (b, kyhg) @4, g, 0. Phyngny = B
Diese Zahl gibt an, wie rasch die Eigenfunktionen nach aulen abfallen
und hingt nach Hund, 1 c, empfindlich von der Hohe der Potential-
schwelle zwischen zwei Nachbaratomen ab. Wire 8 — 1, so erhielten
wir nach (17) fiir die Austauschenergie 3 eine mit der Jonisationsarbeit
vergleichbare Energie von der Groflenordnung einiger Volt; d. h. 10—22erg.
Je niedriger die Potentialschwelld ist, desto mehr nahern wir uns diesem
von Sommerfeld behandelten Grenzfall vollkommen freier Elektronen.
Wihrend allgemein f§ ~ f'.10—2erg, also nach (34)

10—12

0 2 B = B 10% (34a)

wird hier r, = 104

d. h. gleich der Temperatur, bei der auch bei Sommerfeld sich der
Ubergang vom entarteten zum nicht entarteten Gas vollzieht. Freilich
ist fiir diesen Grenzfall unsere Formel (20) nicht mehr zustindig, doch
zeigt sie wenigstens qualitativ den Ubergang zum Fall freier Leitungs-
elektronen. Wir interessieren uns hier fiir stark gebundene Elektronen,
wie man sie mit Sicherheit bei schlechten Leitern und Isolatoren findet.
Der Wert von ' wird hier wesentlich kleiner ausfallen. Bevor wir
hierauf im Vergleich mit der Erfahrung niher eingehen, wollen wir den
Verlauf der spezifischen Warme fir T' < 7', untersuchen.

2. 28 > kT; y > 1: Hier liegt der Fall des entarteten Gases vor;
der Unterschied gegeniiber der Sommerfeldschen Rechnung liegt ledig-
Lich in der verschiedenen Abhiéngigkeit der Energie K ;,, von den Quanten-
zahlen. Wihrend dort

5 ~1(102—§— > 1 %) — consh <k2 <12+ m\?
klm — om g _py pz) —_— S [ E) + "G‘) <‘GT>]
gilt, ist bei uns nach (23)

27k ) ¢
Eklm:Eﬂ"{_““ﬁﬁ‘i‘Qﬁ[l“COS% +1-—cos gz ‘}‘1—008227”}.

Es mag indessen zur Vereinfachung der Rechnung und, da es uns

nur auf qualitative Resultate ankommt, erlaubt sein, die Funktion 1 — cosg
durch const. £? zu ersetzen, wodurch unsere Integrale auf die Sommer-
feldschen zuriickgefiihrt werden kénnen. Sei also mit der Bezeichnungs-
weise (27) die Energie

Epim = EEnl) = E,+o—68+20E +7°+8).  (35)
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Die Konstante ¢ wihlen wir so, daB (33) in dem fiir die spezifische
Wirme maBgebenden Gebiet des £ ¢{-Raumes sich moglichst gut an (25)
anschmiegt. Nun fillt die Verteilungsfunktion (29) bei einem entarteten
Fermigase an einer Stelle steil ab*, die dadurch bestimmt ist, daB, wenn
simtliche Zustdnde niedrigerer Energie voll besetzt sind, in ihnen gerade
alle vorhandenen Elektronen Platz finden. Dieses malgebende Gebiet
ist in unserem Falle eine Kugeliliche, derer Radius g, gegeben ist durch

1 4 s,
?3—7?3?”9“3:”’ d b @ = Voa’«

und wir wollen ¢ so wihlen, daf die Kurven 1 — cos£ und ¢§£? an . der
Stelle £ — g, parallel sind; also
_ sing, _ sin}6a'x
passm— 2 p— ] 3 .
Qo 2 V6n2x

Nun wird aus (30) mit (32)

+
1 dfdndg
T 8yt

o 1 .
LetvE@Em2+ g
AI +

L2 3
— 7T

Da die Verteilungsfunktion fir VE2 + 7+ = ¢ > g, exponentiell
verschwindet, darf die Integration iiber £9¢ statt von — x bis 4 = auch
von —— oo bis 4+ oo vollzogen werden. Dann erhilt man, wie bei

Sommerfeld:

in erster Naherung: lgd4' — cyg/,

. ! 2 i 2”2 1 ’ 1 1
in zweiter Naherung: lg A" = epo/ ll - _27[<——>

und fiir die Energie aus

+ 7

20L( ((E,+o—68+2cE+9°+ )
E = P : 1 A A l dgdndg
™ I.607(524—1:l2+52) +1
J
o AL, a1\ 1
BV et +2ep et T () el

* Vgl Fig. 2.
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Also wird die spezifische Wirme weit unterhalb der Temperatur 7', dar-
gestellt durch :
0E 1L I? io [

= e = — e, = R 36
Y= 3T T e T @ 6c "y (36)
Durch die fiir die beiden Grenzfille giiltigen Formeln (33) und (36)

ist der qualitative Verlauf der nach unseren Vorstellungen zu erwartenden
spezifischen Warme der Elektronen bereits gegeben: Solange 7' &£ T,
steigt sie wie bei Sommerfeld linear in 7' an, erreicht fiir 7' «~ T, ein

.1 . .
Maximum und sinkt fiir 7' >> T'; mit 7 wieder ab, je mebr alle mit der

Statistik vertriglichen Verteilungen der Elektrounen (einfach und doppelt
besetzte Zellen) gleichwahrscheinlich werden. Da in (83) und (36)

sowie auch im Zwischengebiet die spezifische Wirme nur von y = Ii—lﬁ’
abhingt, bedeutet ein Verkleinern von f lediglich ein Zusammenziehen
der Kurve der spezifischen Wiarme in der Richtung der 7-Achse. Einen
zweiten An- und Abstieg der spezifischen Warme wird man erwarten,
wenn %7 sich dem Energiewert des ersten angeregten Zustandes nihert,
doch sind hier die Temperaturen schon so hoch, dall sich dies wohl der
Beobachtung entziehen wird.

Dagegen scheint das Experiment einen dem oben skizzierten #ahn-
lichen Verlauf der spezifischen Wérme zu bestitigen. Simon#* hat an
grauem Zinn, Si und anderen Stoffen auf Abweichungen vom Debyeschen
Gesetz hingewiesen, die sich gut einer von Schottky** angegebenen
Formel fiigen. Diese ist unter der Anmahme zweier nahe beieiander
liegender Energiestufen abgeleitet und lautet

@u
0, — R_(%»)ZT:T,,_? 37
(74 1)

®, bedentet eine unserem 7', entsprechende ,Umwandlungstemperatur«.

. . . . L1
(87) zeigt fir T > @, wie O} ein Absteigen mif T dagegen fiir

2?

2 Oy

T L 6, ein exponentielles Ansteigen mit <—@T3> e T, wihrend bei uns

nach (36) ein linearer Anstieg zu erwarten ware. Tatsichlich zeigt sich

* F. Simon, Berl. Ber. 1926, S8.477, Nr. 33.
** W, Schottky, Phys. ZS, 23, 448, 1922.
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z. B. bei Si, worauf aunch Simon hingewiesen hat, deutlich eine Ab-
weichung von der Schottkyschen Formel, die im Sinne eines solchen
Verlaufs zu deuten wire.

Um auch iber die auftretenden GrioSenordnungen etwas sagen zu
kénnen, bestimmen wir den Schnittpunkt von (33) und (86):

2/ 1o BT
1 == 8 —_ B R :"—0 T —= .2.
0l =3ix(1—nE.(;7) = F2R 75 = O3
Dies findet statt fiir
A
18¢%x (1 —
T=r, ‘/___(_f‘_(__“) =T,
Qo
und die zugehbrige spezifische Wirme ist
J—
s :R.@VWZ%R_
6¢ 0o
Diese beiden Werte geben uns AufschluB iiber die ungefihre Lage
und Hohe des von C, erreichten Maximums. Ist nicht gerade % = 1,

d. b. sind nicht alle Zustinde voll besetzt, so daf keine Energie vom
Elektronengas aufgenommen werden kann und C, dauernd Null ist, so
sind ¢, und ¢, Zahlen von der GriBenordnung 1. Dann wiirde man
fir den Maximalwert von C, die Grobenordnung von R erwarten, wie
dies auch fiir den experimentell gefundenen Wert 0,4 B zufrifit. Die
Tage des Maximums ist fiir die verschiedenen Stoffe verschiedem, z. B.
bei grauvem Zinn bei 7' = 29. Dies wiirde nach (34a) fiir 3’ einen
Wert der GriéBenordnung 10—3 bedeuten, was gerade bei schlechten
Leitern immerhin als moglich bezeichnet werden kann. Ubrigens ist
unser Buckel in der Kurve der spezifischen Wérme nicht an das spezielle
Bild gebunden, das wir uns von den Elektronen im Gitter machen, sondern
er wird stets auftreten, wenn durch eine kleine Wechselwirkung gleich-
artiger Systeme die urspriingliche Entartung aufgehoben wird und dadurch
eine Gruppe nahe benachbarter Energiestufen auitritt. Insbesondere kann
sich diese Wechselwirkung auch im Austausch der Elektronen dulern.

§4. Die Beschleunigung der Elektronen beim Zufiigen
eines homogenen Feldes: Die elektrische Leitfahigkeit eines
Kristalls kann untersucht werden, wenn die beiden folgenden Fragen
beantwortet sind: ‘

1. Wie #ndert sich die Bewegung der Elektronen beim Anlegen

einer Spannung ?
2. Wie erfolgt die Wechselwirkung der Elektronen mit den ther-
mischen Figenschwingungen des Gitters?
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Es erscheint zunichst bedenklich, daB nicht auch die Wechselwirkung
der Elektronen unter sich, d. h. im klassischen Bild ihre Zusammensttfe,
im quantenmechanischen ihr Austausch mit berticksichtigt wird, die doch
sicher von derselben Grofenordnung ist, wie die mit dem Gitter. Die
elektrische Leitfahigkeit berithrt indessen nur die Frage nach dem Gesamt-
impuls des ilektronengases, und dieser @ndert sich zwar unter dem Einfluf
der Prozesse 1. und 2., jedoch nicht unter dem letztgevannten. Fiir die
Untersuchung der Warmeleitfahigkeit diirfte er dagegen wichtig sein.

Bei der Beschleunigung der Elektronen durch das Feld wire es nun
naheliegend, von einem bestimmten, scharf definierten Ausgangszustand
auszugehen und nach den Ubergiingen zu fragen, die infolge des Feldes
nach den anderen Zustinden erfolgen. Dann ist aber nach (6a) die Orts-
ungenauigkeit des Elektrons iiber unseren ganzen unbegrenzten Kristall
verbreitet, d. h. es wiirden noch Stellen mitspielen, wo das linear
ansteigende Potential des Feldes bereits iiber alle Grenzen gewachsen ist.
Um diese Schwierigkeit zu umgehen, bauen wir uns ein Wellenpaket
anf, das am Rande des Grundparallelepipedes hinreichend verschwindet,
und das dennoch so grof ist, da zu seinem Aufbau nur Eigenfunktionen
benotigt werden, die zu einer Gruppe nahe beieinander liegender Zu-
stinde gehbren.

‘Wir nehmen also an, daB zur Zeit { =— O ein Wellenpaket vorliegt,
das dhnlich gebaut ist, wie die von Heisenberg®* und Kennard ** be-
nutzten, und untersuchen seine Bewegung bei der Anwesenheit eines
Zusatzfeldes in der x-Richtung, d. h. eines Zusatzpotentiales — ¢ Fx
mittels der Diracschen ** Variation der Konstanten.

An Stelle von (1) hat hier die zeitabhingige Gleichung

dmwim oy
A¢~y(v—eFx)¢+”T“”d_‘f:o (38)
zu treten, die wir durch elnen Ansatz
2z
— Bt
o= Zoun® Yem-c b

kim
{
zu losen suchen. Da fir F =— 0 und tcl% = 0 (88) befriedigt wird,
“or

erhalten wir

4aim . 27i |
j E Chim (f) Wt ¢ TR Lrim? = —
¢ Lim

S m
h?

CFau ),

* W. Heisenberg, Z3. {. Phys. 43, 167, 1927.
# E. H. Kennard, ebenda 44, 326, 1927; vgl. auch C. Gi. Darwin, Proc.
Roy. Soc. 117, 258, 1927.
#% P, A, M. Dirac, Proc. Roy. Soc. 112, 661, 1926.



b74 Felix Bloch,

insbesondere zur Zeit t — 0
daim . Saim .
; > pim (0) Yppm = — — eFz(0) (39)
b kim k

oder, indem auch die rechte Seite nach Eigenfunktionen der Gleichung (1)
entwickelt wird:

. 2 —

trim (0) = —— GFj 2P (0) Yppdudyde, (40)
wo die Integration iiher unser ganzes Grundparallelepiped gemeint ist.
Dies ist natiirlich nur méglich, wenn die rechte Seite in (89) ebenso wie
die Eigenfunktionen 4j;,, die durch unser Grundparallelepiped vor-
gezeichnete Periodizitit besitzt. Das Wellenpaket sei nun gegeben durch

JM(z—2)  Vy—yh) m(-2)] @-aP2+@y-y)2+ =22

B = e

Von der Ungenauigkeit + wollen wir annehmen, daf sie zwar viele
Atomabstinde umfaft, aber dennoch so klein ist, daf die rechte Seite
von (39) an den Grenzflichen des Grundparallelepipeds merklich ver-
schwindet, sofern #'y'#z" ein Punkt in seinem Innern ist. Wiederholt man
nun die Funktion (41) von Grundparallelepiped zu Grundparallelepiped
so ist die Periodizititsbedingung hinreichend erfiillt und (40) gerecht-

fertigt. Zun#chst berechnen wir uns
¢im 0) = [ % (0) Brrm dwdy dz,
d. h. unter Benutzung von (6 a) und (41)

Crim (9)
- [k’ (x—z")~kx N U (y-y—1y " m! (z—2")-m z] @22+ Y2 + @-2)?
:Ie o . A 2 Ui Uy G2dyde (4
oder
k2’ 1y mz’]
— 2 [-—— + = =
¢eim (0) = ¢ L ¥
HE-BE-) | U -Dy—y) | m-m)(—2)]  (2—=2H? + @G-y)2 + (')
27 e + 7 + T - 972 b
. ‘.e , d ‘L(/klm.ukllrm’dxdyc

Da die Funktionen ug;,, und #; ,, die Periode des Gitterautbaues haben,

kann man dafiir auch setzen:
Tka' 1y ma"
— 9mi [— + 2+ =
e (0) = ¢ LE T
k—kYU—fY 0= (g—g" i+ (m-m’)(h—h’)] = g—g? k-2
' 2r2G2  2r2GR 27262

,232"”[ A @ @

fgh

(e —R  y@—=D  zGm' — m)]
QﬂL[ — 4 +
E L I ldzdyde,

. “'“’l:[m Uyt - €
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wobei die Integration nunmehr nur noch iiber ein Elementarparallelepiped
des Gitters zu erstrecken ist, G, , ; dieselbe Bedeutung haben wie in
(6) und
r r » ,
"1,2,3:-157 AR (43)
gesetzt ist. Die Summation iiber £, g, h bezieht sich auf ein System
identischer Punkte im Grundparallelepiped. Da (f; , ; als sehr grof
vorausgesetzt sind, darf die Summe durch ein Integral ersetzt werden,
das anferdem, da ja die Summanden am Rande des Grundparallelepipeds
hinreichend verschwinden sollen, in allen drei Variablen von — oc bis
+ oo erstreckt werden darf. Beunutzen wir als Abkiirzungen:
2a(f—f) 2n(g—g) 2 (h— 1)
Gy =& EN P G, '
so wird hiermit

, _[ka" L ms"]
— A | — F — 4
Crim (U) ¢ A r o

Qm,[k'—ktL vt m'vme]
-j‘{‘klmil’k'l’m,’- e £ 0L v dadyd:
o : £ 72 2
(r Gr (TR HE R E+E D+ m'—m) ] — <81_M+m%nﬁ+sﬂh )
L e g agdndg,
— aC
also
el me
—.Zrti[?f-—g—%r%] G1G2G5
Crim (O) == e ’ b tTT o s
8x
g ‘Ji[(k'hk)ﬂ!_!_ W—>0ny (m’-—-m)z]
J Wit Wi '’ + € K L Mo ldedyd:

2[R k—RN2 b 20— N2+ r3m— ) ,
.1‘11‘2"‘3(872:3)3‘2.0 72 [r ( 2+ ordd ) rd (m m)|_ (44)

Im Falle t ==k, 1 =T, m — m' wird

JE—Rz , Dy , ' —m)z
7 .
2t [ K ' L

H ]dmd;(/dzf -1, (45)

G1G2 G3 -J Weim Wr' ' m

weil die Eigenfunktionen (6a) im Grundparallelepiped normiert sind. Da
nun r viele Atomabstinde umfalt, wird ¢y (0) unter Berticksichtigung
der Bedeutung (43) der Grdlen r, , , nur dann wesentlich von Null ver-
schieden, wenn

Pk L G 11 Gyi om—w'»Z Gy,
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Dann darf man auch mit guter Anndherung die Giiltigkeit von (45)
annehmen, und man erhilt aus (44):

ke’ |y mz']
S —
Crim (0) = ¢ B L MIyrr,V8a®
o m2(r2k—&)2 3 — U2 -2 — m")2 .
¢ 2722 rd(k—KP +r2 (-2 +r2m M)]_ (46)

Auf ganz analoge Weise, wie man aus (42) (46) erhilt, wird aus (40)

r 1 ol
. KeF —sans [E-+l~y—+m‘ i Qi
Chim (0) = —— ¢ £ L ] -a;’]

. 3 2,.2 4
A pirgry V8= [475 ri(k—FK)+
e 272 fr@ (k—iN2 + r2 A — N2 + r@ (m—m’)2]. (47)

Bilden wir hieraus

i ICkZm]2 — KeF (8 x® 7'12 7”27”3)2 ) e-mZ Ir2k—kN2+r 20— U2 + 13 (m—m")2]
dat h 1 )
oder

d KeF 0 .

7 leriml* = 5 a—k [€x1m (O) 2%, 48)

so sieht man, dafl, wenn anfinglich die Amplituden der unser Wellenpaket
aufbauenden Eigenfunktionen duarch (46) gegeben sind, sich diese Ver-
teilung der Amplituden im %, I, m-Raume nach wachsenden Werten von &
verschiebt, und zwar um so rascher, je grofer die Feldstirke F ist. Im
Grenzfalle vollkommen freier Elektronen geht (48) direkt in das iber,
was man nach der klassischen Mechanik erwarten wiirde. Nach (9) ist
dann ndmlich die Geschwindigkeit in der z-Richtung gegeben durch

kh
Vy = ——
*T mK
und statt (48) kann man schreiben:
d eF 0
ai lezim|> = — w Jon [ex1m|®

Dies wiirde man auch klassisch erwarten, wenn ein Schwarm von Elek-

F
tronen vorliegt, die die Beschleunigung % erfahren #%,

* Herr Peierls hat mich freundlichst darauf anfmerksam gemacht, daf man
Gleichung (48) auch unabhingig von der speziellen Form (41) des” Wellenpakets
herleiten kann. Von ‘einem solchen und insbesondere mnicht von einem scharf
definierten stationiren Zustand anszugehen, scheint aber auf jeden Fall notig
zu sein.

# Vegl. B. H. Ke¢nnard, L. c.
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Geht man von einem Wellenpaket der Form (41) aus, so ist die
Wahrscheinlichkeit, das Elektron im Zustand 4, 1, m zu treffen, pro-
portional

wklm, E'l'm) — g7 AP = R R e (= U0 4 = 2]

Hat man es nun mit sehr vielen Elektronen zu tun, so verlangt die
Fermistatistik, daf die mittlere Zahl der Elektronen im Zustand %, I, m
proportional sei zu i

f(klm) = (49)

Epim
e FT 11
A

Um dies zu erreichen, hat man offenbar statt des einen Wellen-
pakets (41) N verschiedene mit unabhingiger Phase zu superponieren.
Sei die von dem i-ten Paket (Elektron) herrithrende Wahrscheinlichkeit,
das Elektron im Zustand %, I, m anzutreffen

w; (klm, T lim;) i=1,2... N,

so setzt sich bei Mittelung iiber die Phasen wegen ihrer Unabhingigkeit
die Gesamtwahrscheinlichkeit hierfiir additiv aus ihnen zusammen, und
um (49) zu befriedigen, ist zn fordern, da die Zablen &}, 7;, m; so ge-
wihlt werden, daf

N

Elwi(klm, K lm) =  Bem = f(klm).
< KT
Nun gilt nach (48)
dw; Glm, klimy)  KeF dw; (klm, kl;my)
dt - h ok

Summiert man auf beiden Seiten tiber ¢ von 1 bis N, so erhilt man fiir
die zeitliche And_erung der Verteilungsfunktion infolge der angelegten

Spannung allein:
af (klm)  KeF 0f(klm)

at h Ok (0
oder mit den Abkiirzungen (27) und dem Umstand, da K = a G,
af End) _ 2meFadof End)
at h 0g

wo nunmehr die £5£ wieder einen kontinuierlichen Wertebereich durchlaufen.
Die Formel (50) ist ganz die von Lorentz* und Sommerfeld be-
nutzte mit dem einzigen Unterschied, daB hier £4¢ im allgemeinen nicht

* The Theory of Electrons. Teubner 1916, S. 267 ff,
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die Geschwindigkeitskomponenten bedeuten, sondern andere, mit ihnen zu-
sammenhéngende Grifen, die ebenfalls den Quantenzustand eharakterisieren.

§ 5. Die Wechselwirkung der Elektronen und der elasti-
schen Wellen des Gitters. Leitfdhigkeit. In § 1 wurde gezeigt,
da8, solange das Gitter als streng periodisch betrechtet wird, zu jedem
stationdren Zustand k7m nach (8) ein bestimmters Impuls in der #- und
ebenso in der y- und z-Richtung gehsirt. Soiange man also diese Vor-
stellung aufrecht erhilt, laufen die Elektronen unbehindert durch das
Gitter durch und man erhilt tiber das Zustandekommen eines elektrischen
‘Widerstandes keine Auskunft. Nun kommen zwar in der Natur niemals
streng periodische Gitter, d. h. vollkommene Einkristalle vor, wie hier
vorausgesetzt wurde, doch werden die Gitterstérungen sich #hnlich wie
Verunreinigungen nur in einem kleinen, temperaturunabhingigen Rest-
widerstand geltend machen.

Um iiber den Temperaturverlauf des Widerstandes Rechenschaft
geben zu konnen, miissen andere Abweichungen von der strengen
Periodizitat entscheidend sein, nimlich diejenigen, welche von den
thermischen Eigenschwingungen des Kristalls herrithren. Fs handelt
sich daher im folgenden darum, durch eine Stérungsrechnung die Wechsel-
wirkung zweier gekoppelter Systeme zu verfolgen: Des Elektronengases
und des elastischer Schwingungen fihigen Gitters. Ist die Temperatur
hinreichend tief, so diirfen wir von den elastischen Wellen voraussetzen,
da ihre Léngen grof sind gegen die Atomabstinde, so daB wir ihnen
gegeniiber den Kristall als Kontinuum auffassen diirfen, und ferner, daf
ihre Amplituden so klein sind, daf die Schwingungen wesentlich har-
monisch sind.

Von dem elastischen Verschiebungsvektor u(zy2) fordern wir die-
selbe Periodizitit, wie von den Ejgenfunktionen der Elektronen (vgl. § 1).
Stellen wir ihn durch eine Fourierreibe dar

= TEGO é[a,ghjcos‘Zm(fm—{»gy-i— )

foh=—o0 j=1
o_(fx | gy N
+ bfth anz:nj( + i7 + ﬂ[)]ufgh]’ (01)

so entspricht dies fiir Wellen, deren Lingen groB sind gege‘n die
Atomabstinde einer Darstellung der Gitterschwingungen durch Normal-
koordinaten ayy;; und by,s;. Die Zahlen fgh charakterisieren den Aus-
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breitungsvektor, j den Polarisationszustand der betreffenden Normal-
schwingung, und es gilt

afghj - a_fu—ga-hyj; bfgllj = —-b"/'a_ga“/‘aj'
tygp; ist ein Einheitsvektor in der Schwingungsrichtung und steht fiir
j == 1 (longitudinale Welle) parallel, fiir j — 2, § (transversale Welle)

senkrecht zu fgh. Die Normalkoordinaten gehorchen nach der klassisechen
Mechanik den Differentialgleichungen

) s _
frgnj + 47" Vignjtrgnj = 0 )

B (52
brgnj -+ 42 v}gnj brgrs = O | )
mit
2 /g2 o2 y
Vighj = Y V(E> + (Z) + (]TI) ) (02a)
wo 2, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit longitudinaler, v, = v, die

transversaler Wellen bedeudet. -

Quantenmechanisch 146t sich nicht die exakte Funktion asgyp; (£) an-
geben, sondern eine Wahrscheinlichkeitsamplitude v (@;4,;), die der Diffe-
rentialgleichung gentigt.

a2 8a*M
+ 5

T (B — 2 Mvi,;0f0n) ¥ = 0% (53)
rghj
M ist dabei die Masse des Oszillators, in unserem Falle des Grund-
parallelepipeds, E die Energie der Eigenschwingung fghj; ihr zur
Eigenfunktion g ¢gnj)(argn;) gehoriger Wert betrigt bekanntlich

Eqgonp = [a(F9hd) 4§11 vrgn;. (54)
Analog haben wir statt byy; (1) eine Eigenfunktion
Yrgnp Orgng)
mit dem zugehorigen Eigenwert
Erggnp = r(F gy + 21 hvegny. (342)

q(fghj) und r(fghj) bezeichnen die Quantenzahlen der beiden
durch £, g, h, j charakterisierten Oszillatoren (Eigenschwingungen).

Solange die Wechselwirkung zwischen dem Elektron und den
Gittereigenschwingungen noch nicht beriicksichtigt wird, gehort zum
Zustand k1w des ersteren nach § 1 die Energie E;;,, zu den lefzteren
die Energien (54). Die Eigenfunktionen und Eigenwerte des Gesamt-

# E Schrodinger, Ann. d. Phys. (4) 79, 514, 1926.
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systems, bestehend aus Elektron und Gitter zusammengenommen, sind
gegeben durch

Ukim, ¢ Fans), r Lok
"—ut

= Yt [] Yevonn Yragnp-¢ ¥ Skt 4 G, 1 G909
und fahj

(59)

Exim, qgnp, ragny = Brm + >, Bygonn + Ergann
rghy

Sollen jedoch die beiden Systeme gekoppelt sein, so hat hierzu eine
Wechselwirkungsenergie W zu treten, iiber die wir folgende Annahmen
machen: Infolge der elastischen Verschiebung (51) soll der Wert des
elektrostatischen Potentials, in dem sich das Elektron zu bewegen hat,
an der Stelle t ebenso grof sein, wie er ohne die Verschiebung an der
Stelle v — u wire, d. h. es soll fiir das neue Potential V* (r) gelten

VE@R) =V (i —u) = V) — W().
Da |u| klein ist gegen die Gitterkonstante, d. h. gegen die Ent-
fernungen, innerhalb deren sich ¥ merklich #ndert, kann man setzen

= (grad
d. b. nach (51) W) = (grad V, w,

W(zyz “fghm bfghy)

E Z[afghjcos2n<f———i—fy+—> L (36)

fgh=—o0 j=1

+ bfghj sin 2 7E<

z .9
+5 o >] (grad V; 7qny). l

Wie in § 4 machen wir nun wieder zur Losung der durch die
Zusatzenergie (B6) gestorten Schridingergleichung des Gesamtsystems
den Ansatz der Variation der Konstanten:

P = E: ¢ Dkim, qtgnp, r¢ohi) - Vkim, ¢ ¢ghi), v Fgnj)
klm, ¢ Fghp), v+ FghP
und erhalten daraus in bekannter Weise +
. 2w
C(t)klm, o r = T E kalm, o R, ¢, 7 CElm, o, 7 (67
HiUw', ¢,
Wo Wiim, o r: kvm, o, » das zur Storungsenerg1e W gehorige Matrix-

element
T/Vklm, g, ry Klw, ¢, — J‘ W/V"‘»blclm, a r PR rm, ¢, o dt (58)
bedeutet.

+ Vgl P. A. M. Dirac, L c.
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Die Integration ist im #-, -, ¢-Ranm iiber unser ganzes Grund-
parallelepiped und hinsichtlich der Normalkoordinaten @;4p; und byyp;
von — oo bis 4 oo zu erstrecken. Setzt man (56) in (58) ein, so er-
hialt man nur dann etwas von Null Verschiedenes, wenn hochstens fir
-ein Zahlenquadrupel fghj, sagen wir f* g* h* % entweder
| 4 (PR IRGE) = g (g ) £ 1
oder

r(fE gERE ) = o (g 1

Man stobt ndmlich bei der Integration (58) auf die wohlbekannten

Matrixelemente der Oszillatorkoordinate, und zwar wird im ersten Falle

Wetm, qreqrmim; kim', g 7*g*he® +1

= A plm, M Um!, L (BY)
( . (VL0 FFH L |
8a* Mo (f* g* h*j*)) Va (F% 9% i# %)

Von der Integration im -, y-, 2-Raum bleibt bei Benutzung von (6 a)

Jklm: kU, g
. +E—k | gtHl—0 W tm—m
1 ami (2L 1
—_ —2— (Grad Vuf*g*h*j*) [ 1,( K v L e o )

PRk —gt I R m—w
%821”(” e +y I +z "

: ]uklmmdxdydz'
Dies gibt

Jklm, R ';—J. (Grad Vuf*g*h*j*) Uk im W'y ) dx dy d z, (60)
wenn entweder

=k U ==1l4g% m = m-+h* (60a)

oder
=k —f*, U =1—g% wm = m—k (60b)

Entsprechend erhilt man natiirlich im zweiten Falle statt J,;, 1oy m'; g

?iJklm, EUm!, 5%

je nachdem, ob

F=ktrs, I'=1+g% m=myht
oder

F=k—f* 1 =1—g% mw =m-—Dh~

In allen anderen Fillen erhilt man Jiyp gygy, j+ = O infolge des

auftretenden Exponentialfaktors und dank dem Umstande, da8 sowohl
{grad V, wpgepsje) Wie Uppy %pp,y Funktionen von zys sind, die die
Perioden bzw. @, b, ¢ haben. Man siebt also, daB, damit ein Ubergangs-

prozel des Elektrons vom Zustand kIm nach % 1'm’ stattfindet, die
Zoitachrift fur Physik. Bd. 52. 39
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Interferenzbedingung (60a, b) zwischen urspriinglicher und entstehender
Elektronenwelle und der dabei mitspielenden elastischen Welle bestehen
muf* Aus (57) wird somit

9
) e
Ceim, g Gghi, r(ghpy == — 73— > Teim, wvm, j,
BV, qfig1h11), © (F2g2hafo)
h 1 27it E E
( ) t 5 (Brlm— Epra)
3 -
8> M (f,g,hJ4,)

[Vq (f1 91 hljl) + 1.7t g, Um', qfrgikajp) +1
+ VQ (fig.4,) - ¢~ 2rLv(fig ot Cvm', q(frgi i) —1
+ i Vr(fy gy hydy) + 1. @m0 00hID Gy on 11

+ 4 VT (19, hle) e 2R ULaigVt, ¢ rm', 7(FL 91 by — 1]
2xi

A E Jklm, Erm', iy

EUm, q(fagshads), 7 f2092h252)
27t
( h >112_ 5 (Erim — Eppm?)
3 -
8 M (fy gy hody)

[Vq (Fa9ahgds) + 1. 27 0202k2IDb . oy g5y gy npg) +1
+ Vq (fz 93 hgjz) e 2T Fag2ha )t Crvm!, qFagahaje) —1
—1 VT (fs 9s h2j2) + 1. e27iv(an2lafat, OB Um, r(fagahejp) +1
— i Vr (f 9y hydy) . e~ 2 20203t Gy 1, gy i — 1)

wobei

(61)

k':k_'—fly. ]’:l+gly WL':m+h17

’

=k —f,, '=1—g,, m = m—h,.

Wihrend wir in § 4 die Veridnderung der Gréfen c,,, einfach da-
durch untersuchten, daf wir nach ihren Ableitungen zu einer bestimmten
Zeit t — O fragten, entspricht dieses Vorgehen hier nicht der physika-
lischen Sachlage. Wihrend dort nidmlich als Storungsenergie die Arbeit
betrachtet werden mublite, die das Feld beim Durchlaufen unseres Grund-

* Ein viollig entsprechendes Resultat hitte man auch nach der Theorie von
Houston, L c., gefunden, wenn man dort statt der Debyesechen die Wallersche
Formel fiir die Wirmestreustrahlung verwendet hitte. — Ubrigens hat J. Frenkel,
Z8. f. Phys. 49, 885, 1928, eine Interferenzbedingung nach der Brilloninschen
Theorie hergeleitet und wie wir fiir den Widerstand bei tiefen Temperaturen
Proportionalitit mit 7' gefunden. Von der Nullpunktsbewegung der Atome und
der strengen Verwendung des Pauliprinzips bei den {lbergangsprozessen, die bei
uns fir das 7'9-Gesetz wesentlich sind, wird indessen dort abgesehen.
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parallelepipedes an einem KElektron leistet, und diese bei hinreichend
grofer Wahl des Gitters beliebig gro werden konnte, ist hier, wo es
sich nur um kleine periodische Storungen des Gitters handelt, die
Storungsenergie als klein gegen die Energiedifferenzen der ungestsrten
Bewegung aufzufassen. Aus demselben Grunde brauchen wir auch nicht
von einem Wellenpaket auszugehen, sondern kénnen direkt die Uber-
gangsprozesse aus einem scharf definierten Ausgangszustand untersuchen.
Infolgedessen verwenden wir die von Dirac* eingefiihrte Methode zur
Behandlung kleiner Stérungen.

Wir berechnen zunichst aus (57) die ¢y, in erster Niberung, indem
wir rechts einfach ihre Werte zur Zeit # — 0 als Konstante einsetzen.
Dabei wollen wir annehmen, wir wiiften mit Sicherheit, daf sich fiir
t == 0 das Elektron im Zustand %7 m/, das Gitter im Zustand ¢'(Fghj),
7' (f g hj) belindet, d. h. wir setzen

v, o Gari P oy = 1,
alle iibrigen gleich Null.
Dann wird aus (61) mit der Interferenzbedingung (60a)

c(t)k’—fu V—g1, m' —hy, @ gt

o A he \He
— Rl & 0w/, j <8 2 Mv(f,g, /21]'1))

Va' (F 9,09y + 1

2me .
l ok [Brim —Ex v —hv(FLgihijn) ¢

Eklm hamad Ek’l’m’ —hy (f]_ gl hljl)

27 .
gk [Erim — gy + 2 Frgihio)t

Erim — Eyppw + hv (£, 9,0,

und- die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit ¢ das Gesamtsystem im Zustand
klm, q(fghj) anzutreffen, betrigt

Va' (f, 9, by 52)

. h
ktm, ¢ronpl” = 2|kim, wrm, [ PR TeT,
1

917 5y)
20t
1 — cos

[Eklm - Ek’l'm' + h 4 (f1 g] h1 ]1)]
[Eklm - Ek’l’m’ + hv (f1 9, h]jl)]z

xt , .
11— COST (Erim — Epyw —hv (f1 9 h] .71)]

[Erim — Epym — hv(f, 9, hljl)]z

(¢(Fr9,0y3) + 1) 1 (62)

g (f1 91 0,3,

* P. A. M. Dirac, l. c
39%
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Vollkommen Entsprechendes gilt, wenn sich statt der Quantenzahl ¢ die
Quantenzahl r indert und wenn statt der Interferenzbedingung (60a) die
Bedingung (60b) erfillt ist. Aus den rechtsstehenden Ausdriicken erhilt
man nach Dirac die Ubergangswahrscheinlichkeit vom ,gestrichenen®
nach dem ,ungestrichenen“ Zustand, indem man iiber ein schmales
Energieintervall integriert und nach der Zeit differenziert.

Vor allem werden also diejenigen cyy,, anwachsen, bei denen einer
der beiden Nenner in (62) sehr klein wird, d. h. bei denen mit grofier
Anniherung

1t Eklm —'Ek’l’m’ - ihv(f1 7, h1j1) (623)
gilt.

Die wesentlichen Streuprozesse sind also nicht etwa ,elastische
Stofe« der Elektronen, sondern Stiofie, die von einem zwar geringen,
aber ganz bestimmten Energieaustausch mit dem Gitter begleitet sind.

Es erscheint zuniichst nicht méglich, unser Modell ohne grofie rech-
nerische Schwierigkeiten in der bisherigen Allgemeinheit weiter zu be-
handeln. Da wir aber nur zeigen wollen, dal die elektrische Leit-
fahigkeit nach GroBenordnung und qualitativer Temperaturabhingigkeit
unseren Vorstellungen entspricht, machen wir die folgenden verein-
fachenden Annahmen :

Wir wihlen unser Kristallstiick so, dal G, = Gy, = G, = & , 63a
 und esseio =b=c (63a)
Das Elektronengas sei vollstindig entartet, d. h. nach §3: T < T (63b)
B 2l /2 2
Fiir die Energie gelte Ey;,, =— m[(Z_w:_) + (—»ﬂ—> + <ﬂ> ] « (630)
G G G
. . . 2=
Der Impuls in der z-Richtung sei - i (63d)
Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der longitudinalen und der } 63)
transversalen- Wellen sei v, == ¢, == v, == 0.

(63¢) entspricht der in § 3 fiir das entartete Gas gemachten Annahme,
wenn @ — 2 ¢ gesetzt wird. (63e) ist fiir normale Kristalle nahezu
erfiillt.

Zundchst betrachten wir die in (62) auftretende GroSe |Ju,.. 2 rmy, |
Nach (60) ist mit der Abkiirzung (grad 7, itpsge px jv) == %—SK

av .
2 kim, wrm, j = j ds Upim U dxdyde.
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Da der Integrand im Integrationsgebiet periodiseh ist, folgt durch

partielle Integration
0 —
2 Jklm, Kim', = — j‘ V a—: (uklm Wpr 1y )d (l'dy dz.

Setzt man in (1) den Ausdruck (6a) fiir die 4, ein, so folgt,

ko1
wenn wir den Vektor mit den Komponenten AR j’%:f nennen, fir
die ty;,, die Differentialgleichung
A Uy, + 2 ni‘(f, grad wy;,,)

472 )
+ M’(Eklm — P?— V)“klm =0
Aupgpym —2miE, grad ug py,)

4% —
+ M(Ek’l’m’ _— % f’Z —_— }Y) uk'l’m’ = 0

%

Multipliziert man die obere Gleichung mit ug; ™ . die untere 1nit

dgkslm und addiert sie, so folgt durch partielle Integration
Mj’ 4 %-(“klmm) dadyds
= 2 ”"(f — 1t j grad ugm aagzl—";d:vdyd5>
Oty

+ [E E 4’ fz——f'2)] Upm ————dxdydz
@l Liim ¥ 1m u ( kim 5 ydez.

Dies verschwindet fiir
E=F, 1 =1, m = m,

Da im folgenden nur solche Uberginge bhetrachtet werden, bei
denen sich die Energie der Elektronen wenig #ndert [und zufolge der
Annahme (63c¢)], ist der zweite Summand auf der rechten Seite neben
dem ersten zu vernachlissigen. Um etwas iiber den ersten zu erfahren,
wollen wir von der Funktion #;;, annehmen, dal sie, dhnlich wie in
§ 2, in einem Elementarparallelepiped die Form

Uiiw, == P
hat, wo ¢ die Eigenfunktion des isolierten Atoms sein moge, die kugel-
symmetrisch gedacht ist. Dann folgt mit der Bezeichnung

f(%)zdwdydz = j‘<%—;g>2dxdydz E— j(dd—f)zdxdydz: C (64)

A . .
Jklm, Plim, 1 Y/ T —'u—}f—f ! .C (f)4a,)
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fiir longitudinale,
Jetm, krm, 2,3 = 0

3

fiir transversale Wellen.

Es handelt sich nun darum, die Zahl der infolge der Wechselwirkung
mit dem Gitter pro Zeiteinheit aus dem Zustand %k7m austretenden Elek-
tronen zu berechnen. Damit statistisches Gleichgewicht herrscht, werden
wir fordern miissen, daB sie gleich groB ist, wie die der dank der Be-
schleunigung durch das Feld eintretenden Elektronen.

Als Vorbereitung hierzu wollen wir zunichst zeigen, daf, wenn kein
Feld vorliegt, statistisches Gleichgewicht herrscht, wenn die Elektronen
nach der Fermischen Funktion

- 1
fo (Fixim) =

1 Erim
1° kT 41

(65)

verteilt sind und fiir die Oszillatoren als nicht entartete Systeme die
Zustandswahrscheinlichkeit durch die klassische Funktion

R o
0 (4rgns) == conste kT (66)

cegeben ist.  Da die Elektronen nur dann von klm nach X'1'm' iiber-
oehen konnen, wenn der lefztere Zustand noch unbesetzt ist und die
Wahrscheinlichkeit hierfiir 1 — f(k'7'm") betrigt, ist die Zahl der pro
Zeiteinheit stattfindenden Prozesse, bei denen ein Elektron vom Zustand
mit der Energie E nach einem mit der Energie E', und entsprechend ein
Oszillator von einem Zustand mit Energie E' nach einem mit der Energie E
iibergeht, proportional

£
¢ BT f(EY[1 —f,(E"]. BE, (67)
wenn BE, die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir einen solchen Prozef an-
gibt. Anmnalog ist die Zahl der inversen proportional
_ £ =
e *T f (EY[L — fy (F)].B%g - (68)
Ntatistisches (+leichgewicht fordert die Gleichheit von (67) und (68), d.h.

i L1 () - 21— f,(B)

DAy | =) pE .
XU fo@® O F
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£

Da im Grenzfall 7 — oo f(E) in das klassische ¢ *T iibergehen mub,
folgt BE, = BY und mithin

—ml=h@E) _ S l—fhE 1 ©9)

fo G2y L&) ATy

wo A (T) nur noch von der Temperatur allein abhiingt. Hieraus folgt

fir f,(E) unmittelbar die Formel (65), die sich somit als nicht nur hin-

reichend, sondern auch notwendig ergibt fiir das statistische Gleichgewicht

zwischen einem der Feérmischen und einem der klassischen Statistik ge-
niigenden System. Wie bei Lorentz und Sommerfeld, nehmen wir
nun an, daB die sich unter dem Einfluf des Feldes einstellende stationsre
Verteilung nur wenig von der durch (65) gegebenen Verteilung f, ver-
schieden ist. Man wird also fiir f(§5{) eine Reihenentwicklung aun-
setzen, und zwar wihlen wir sie in der Form

FEn) = 1FEnd + Ex (o) (70)
indem wir schon nach dem ersten Gliede abbrechen.

g ist eine kleine Funktion von ¢ — Ve + n? + ¢* allein, deren
Form wir eben durch die Stationirititsbedingung ermitteln wollen.

Wir fragen nun nach der Zahl der pro Zeiteinheit aus dem Zu-
stand klm austretenden Elekfronen, wenn ihre Verteilungsfunktion
durch (70) gegeben ist. Dabei beschrianken wir uns auf die durch (62)
gegebenen Wechselwirkungsprozesse mit den a- Oszillatoren, da die
Rechnung fiir die b-Oszillatoren genau dieselbe bleibt.

Sei nun BY lquqgf t,‘f':gh: h’:;*) die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir einen
Elektroneniibergang %k1m — &'I'm’, bei dem gleichzeitig einer der durch
die Zahlen

=4 E&—k), gg=+(0-=10) h*= + (m— m') (71)
bezeichneten Oszillatoren von g (f* g* 1* %) nach ¢’ (f* g% I* %) ibergeht.

Dann ist offenbar die Zahl der pro Zeiteinheit aus kim insgesamt aus-
tretenden Elektronen gegeben durch

“E 2 Bis g @) FBImy[1 — FET m')],
! Iml
die der eintretenden durch
vi 2 BEE™S g (@) £ T ) [ — £ (k)]
g lmlq

kll:‘mf !
und ihre Differenz, unter Verwendung von B,L: ' ,1, = Bk,mq

Ra :k'l’zm’q 2 Bk’l’m' g@FfEIm)[1 —FFE T m))]
—g @ FETWY L —FETm)]). (72)
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Nach (66) und (54) ist
GrgnjttUdhvegp;

9 (4rgns) = conste kT
Da
X9 =1
sein mufl, folgt =0
_ 9ghj-Prgn; ( _hvpgng
9 Wrgng) = ¢ ET 1— ¢ %r ). (73)

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten Bf'1od ,» sind gegeben durch (62). Wir
benutzen folgende Abkiirzungen

2ak 2xl 2mm

Vg e g =1 g b
Qatk'__g, 220, 2mm’
G %! G = T"‘—gy
2 (k— k) 2 (1 —1) 2m (m — m)
p 2ZE—R) o 2al=0) o czm—m)
) a X, G Y, G z,

o) VEFpP+8 =0, VE + 1+ =0¢, VX’ +Y°+Z° =R, -

2
d) ;2—<1 Z cos %w) — Q @),

nach (71):
&) g (P = g [+ (E —K), £ A—1), + (n—m), %]
= q(X, ¥, Z, /%
v (F*g* h¥ %) = v (X, Y, Z, j%)
8 Eym =B, Eppw = E'

Dann wird aus (72) unter Beriicksichtigung von (62)

+ oo
3 h

d G*
= e ! ! ! 2 gt gk |2
"= 58 H 4gdn “EI R N S P X897

— o0

- > gla (XY Zj)
q(XYZ] =0

@Ot —FEMON XY Z)HQE — E + hv (XY Zj)]
+ (XY Zj) +1].Q[E— E —hv (XY Zj)]
—fERON—ENO [ XY Z)) Q[E—E — hv (XY Z))]
+[g(XYZj)+1].QE—E + hv (XYZj)]]}.
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Wir fithren an Stelle der Variabeln £'%'f’ die durch (74b) definierten
XYZ ein/ und verwenden im X Y 7-Raum Polarkoordinaten R, . g,

Pé n'g)

Fig. 1.

indem wir aber statt der Grofe R von (74c¢) die ihr nach (52a) pro-
porfionale

. ooy Uy
v(XYZj) = 5 R

einfilhren (Fig.1). Die Ebene ¢ = 0 verlaufe parallel der ¢-Achse.
f(& %'t béngt dann bei festem £ 5, § nur von v, &, ab. Wir schreiben
daher f(£'%'¢) = f(v & ¢). DBedenken wir, daB nach (6 a)
2
¢
O m "% pxvzs,

2 42 2 2

4u’a u?v

2 (12

2
]Jklm, k’l'm’,ll -
so erhalten wir

'GP 2A2C%  h 2xan\® d CoL
g =57 e 8%2M'< ~ ) Eﬁ”vj Visinddvddde

STITCE X))
qirIgp)=2

(FEnON—Fooeilawsp@E—E +hv) (D)
+ o)+ 11 QE—E — i)
—fwo )l —EnD) [awo @) QE— E — hw)
+ o)+ 1 QE—E + hn)]}-
Nun ist nach (63¢) E = o g% mithin (vgl. Fig. 1)
E—FE — @o(R*— 29 Rcos 9).

Fiihren wir an Stelle von

4 7% a? 2ma \
y:E»—E'ihv:w( o vi—29¢ i vcosﬂ>:hvv

P

ein, so ist

ysingd9 = —— —dy
dngam
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und wir erhalten in (75) bei der Integration iiber & Ausdriicke der Form

¢

4
1 —cos Y
Y
. . . 2wt
Tst ¢ hinreichend grof, so darf mit der Bezeichnung z — Y das

Integral 1 — cosz
——dx

%l(ﬂ(y)dy = { p

von — oo bis -+ oo genommen werden und liefert einen wesentlichen
Beitrag nur in der Umgebung der Stelle

y=0 dhE—E —+hw
Man erhilt mithin

a2t

j@(y)dzf =

Also wird aus (73)

 @ep  aur H‘2 =
e = SMMWHvdvd%%géqwﬁq))l

FERD — @D @) =pamld @D @)
+FENDIL — 09 Pp=p-n) 409 ¢) + 1]
— F OO P s [ —FEND] D @)

— WO P = ne [l —ENO 4D @) + 1)

Setzen wir hier fiir f und g die Ausdriicke (70) und (73) ein, so wird

A

(@GP m=(? o = _ahv Y
Pa == d . . kT . xT

7, ) + Ex B —fo (B + ho) — £ B+ ho)]

+ o (B) + Eg (E)] [1 — fo (B — hv) — & g (B — hw)]etT

— & — o)+ EgE—n] [l —£,B) ~E1B)]

) E (B )] [L— £, (B) — Ey ()] oFT).
Die y-freien (lieder verschwinden, z. B. wird

b
Fo () [U— fo (B + )] — &T.f (E+ ho) [1 —f,(E)] = 0

oder E+hy
gFL—foE) 1~ f(E+hv) e *T

fo(E) fo(E & Iew) 4
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nach (69). Ferner ist

) =1

Vernachldssigt man die in § quadratischen Glieder, so bleibt schlieSlich
unter nochmaliger Benutzung der Formel (69) und, wenn man bedenkt,
daB durch Wechselwirkung mit den b-Oszillatoren derselbe Ausdruck
nochmals auftritt, d. h. ein Faktor 2 dazu kommt

.

. @& 2xC vdvdg £1.() fo(E+hy).ek‘T_+fo(E~/w)
T M 89amzi4u2f‘f6”_—1 fo (E)
N
I P X7 ) b e o). e”] _
g[x(b*””)fww o TEE I S |

Nun soll bei Anwesenheit eines Feldes statistisches Gleichgewicht
herrschen, d. h. nach (50) und (74¢) hat zu gelten

2meFadf,  2meFadf, &
o 0F h Oe o

Wie in der Theorie der spezifischen Warme fester Korper brechen wir das
elastische Spektrum bei einer Grenzirequenz v, ab. die gegeben ist durch

Ny — —

};1(/; = 1, wo @ die charakteristische Temperatur des Kérpers bedeutet.
h
Fithren wir in (76) # — ];—;/; als neue Imtegrationsvariable ein, so wird
%2 2mC? (ak@3 (T3
Ny == ——+ ) (=
M 8goawmuvu? > @>
e[T 2=
j‘ "x da;dq; ’é ) fo B+ kL. ez+f0(E~—7LTx)
e —1 |°% f, (E)
T=0¢=0
. fo () f(E). & 1
— | E kT LB kT —_L——]}
IR ACES A ) f (E—kTa)
__ 2meFadfy
o h Odoo

Da die Punkte &' %'¢" [vgl. den Punkt P (&' %'¢) von Fig. 1] im
wesentlichen auf einer Kugel um O mit dem Radius ¢ liegen, gilt

§:§~X_§_§ R? RCOS(p] (%)21/14(%*)27

(76)
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und es ist R — 4x ('fvﬂ — 47 <a,k®>2 <T_)2 z2.
ho 7]

Setzt man dies in (77) ein, so verschwindet bei der Integration itber ¢

wé

das Glied mit cos ¢ und es bleibt nach beidseitiger Division durch Zxt
0
[T

G2 2xC% /ak@® J wfolEF+ETx)er + fo (BE—kTx)
M Bawovu? ( hv > < > 2 1 (E) fo(E)

fo (E) foEYer | #?dx
g (B4 kT —T ) Bk,
r &+ "U)fo(E—l—kT) 1 DB —FTw) &= 1
&lT
1 G2 8a8(? a lc o (B)
+292M8amy, j B b e T T2y
, fo(E)e® } 4dx
B
AL 7y e
__eFadf, eFadf,
S— 2w 0.
W de h 0E-®¢ (78)
ﬁ,/f)-——\
7 z  F
Fig. 2.
Ist das Elektronengas vollkommen entartet, so hat man in (65) zu
setzen 2
Qo
A =e*T,
wobei, wie in § 2 ‘
3
Qo = VG 7 %

und @ ¢¢ diejenige Energie ist, in deren Umgebung (vgl das Intervall
1—2 von Fig. 2) sich der Abfall von f, (E) vollzieht. Fithren wir an
Stelle von £ die dimensionslose Grife

E——cogg
— N0 7
¢ T (79
ein, so wird also
1
fo) = fo®) = (792)

und

_9h 1 dfy 1 ! (79b)

0E BT de = kT (e + D (e =+ 1)
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wird nur in der Umgebung der Stelle ¢ =— 0 merklich von Null ver-
schieden sein. Dann darf man die in (78) auftretende Grofe ¢ durch
9, ersetzen. An Stelle der gesuchten Funktion g (F) = y(¢) fithren
wir nun eine neue ein:

c@ =kl 4+ D+ Dye) = . (80)
9t
J kK
Verwenden wir ferner noch die Abkiirzungen
P:cFaglﬁamﬁgovﬁ ho >3‘ . 4 (a/’u()>, @&
ko G3 2x C? Lak® T 290 00 ‘

s0 wird aus (7%) unter Benutzung von (79a, b)
9T

et oo - (o) s ]

B o ) ELTR

Da das Elektron nicht mehr Energie abgeben kaun, als ihr ur-
spriinglicher Wert E betrigt, darf strenggenommen im letzten Term die
Integration wur bis zur Stelle k7% = E erstreckt werden. Da uns
aber, wie wir unten zeigen werden, der Wert der Funktion ¢ (&) ohnedies

nur in der N#he der kritischen Stelle interessiert, d. h. wo £ = w o)

und da k@ < w g4, bleibt die Integrationsgrenze E} zu Recht bestehen.

T

Wir wollen nun den Temperaturverlanf der Leitfihigkeit fiir die
beiden folgenden Fille getrennt betrachten:

1. T'>>®. Hier werden wir fiir y () dasselbe Resultat erwarten,
das Lorentz (L ¢.) nach der klassischen Statistik gefunden hat, nimlich

af,
p(E) = — dEo‘
wobei nach (79b) und (80)
¢ (g) =— ¢ — const.

Der wesentliche Unterschied in unserer Rechnung gegeniiber der
klassischen liegt namlich in dem dem Pauliverbot Geniige leistenden
Stofzahlansatz. Dies #uBert sich in (72) in dem in der Klammer auf-
tretenden Ausdruck, wo man nach der klassischen Rechnung einfach

g (@) [f (kTm) — f (kT m)]
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erhalten wiirde. Nun sind aber fiir 7 >> @ simtliche Kigenschwingungen
stark angeregt, d. h. ihre Quantenzahlen ¢>> 1, so daf man ¢' = ¢4 1
dnrch ¢ ersetzen darf. Setzt man aber in (72)
9@ = g(@)
so erhilt man eben wieder das klassische Resultat *.
Tatsichlich befriedigt der Ansatz
c(g) =— ¢

die Gleichung (82). Da %< 1 und mithin # L1 darf man némlich

sefzen
b 4
1 xtdx
( e+ e 16(64_”3)%_6 8—&-6“"‘0(5—@)} v —1
0 o @2 0\3
0
Also nach (80)
By — O _2POOL 2P 00/,
R T QTOE  2w0eQT do

Ersetzt man nicht schon in (78) ¢ durch g,, wie dies hier zur Verein-
fachung von (82) geschehen ist, so hat man in den Ausdriicken (81) fiir
P und @ statt g,: ¢ zu schreiben (was freilich fiir die Berechnung der
Leitfahigkeit ochne Belang ist) und erhalt
4FeMa**wopu® [ hv \’0f, ®
—_— -0 —. 83
% () G C%h <ak@> de T (85)
Da nach (63d) der Impuls in der x-Richtung beim Zustand gng:té
betragt, ist der Strom pro cm? der bel der stationiiren Verteilung (70)
besteht, gegeben durch

2

7= 25 || rere g aganas 54

Der von f,(£n§) herrithrende Strom verschwindet und der Faktor 2 in
{84) rithrt davon her, daf wegen des Spins das statistische Gewicht jedes

* L. W. Nordheim, Proc. Roy. Soc. 119, 689, 1928, hat anf die Recht-
fertigung der den klassischen Ausdruck zugruade legenden Rechnungen von Som-
merfeld und Houston hingewiesen, sofern die Elektronen elastisch am Gitter
reflektiert werden. Dann hitte man tatsichlich immer g (¢) = g(g') zn setzen.
Bei uns ist dies jedoch nicht erlaubt und dieser Unterschied ist, wie wir im
folgenden zeigen werden, fiir tiefe Temperaturen wesentlich.
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Zustands verdoppelt werden mufl. 7V ist das Volumen unseres Kristall-
stitckes. Die weitere Rechnung unter Benutzung der Ausdriicke (&3)
und (65) sowie des in § 3 beim entarteten Gas gefundenen Wertes

o 202,
Ig 4 = kT(qu %)*s
verlsuft genau wie bei Sommerfeld, 1. ¢
Wir erbalten schlieflich fiir die Leitfahigkeit
J  4(6nx)} fdrevady’ ( ho \* @

—F T 3 m CEh ak®) T’

(85)
d —= v ist die Dichte unseres Stoffes.

Zunichst wollen wir die Grofenordnung des in (85) erhaltenen
Ausdruckes abschitzen. @ ist wie in § 2 eine Energie von der Grofen-
ordnung f'.10-2erg. t/m ist nach (63d) von der Grofenordnung der
Maximalgeschwindigkeit der Elektronen, da & in (63 d) die Werte von — &
bis 4 @ durchlauft. Bei den freien Elektronen von Sommerfeld

. . T
betriigt sie 108 cmsec—!. Wir wollen setzen — = 7’. 10® cm sec—?, so
m

da8 fiir freie Elektronen v wie auch ' von der Grofenordnung 1 sind,
Tl'o' .
C ist nach (64) das reziproke Quadrat einer Lange von der Grofenordnung

und die Bindung dadurch beriicksichtigen, daf wir setzen 7' —= f' =

des Atomradius, d. h. 10—8cm.

7 . . . .
l};@ ist, wie man sich leicht iiberzeugt,

eine reine Zahl von der Grofenordnung-l. Sei 7' = 3@, so erhalten
wir mit diesen Werten ¢ ~ 10%®elst. Einh. Dieser mit der Erfahryng
im Einklang stehende Wert ist in Anbetracht unserer rohen Amnnahmen
immerbin befriedigend.

1
Fir den Widerstand W — Pl erhalten wir die durch die Erfahrung

lingst bekannte Proportionalitit mit der absoluten Temperatur, wie dies
auch von W.V. Houston, 1. c., gefunden wurde.

2. T £ O: Ein ginzlich anderes Verhalten aber zeigt unser Leiter
bei tiefen Temperaturen. Ohne Beriicksichtigung der Nullpunktsbewegung
des QGitters hat W.V. Houston hier ein Abfallen proportional 7'2 ge-
funden. Wiirde man die Nullpunktsenergie mit beriicksichtigen, was von
der Quantenmechanik gefordert wird, indem man etwa die entsprechende,
von Debye und Waller* fiir die Streuung von Réntgenstrahlen ab-

* P. Debye, Ann. d. Phys. (4) 43, 49, 1914; J. Waller, ebenda (4) 83,
153, 1927.
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geleitete Formel verwendet, so bekéime man einen temperaturunabhingigen
Zusatzwiderstand, der noch beim absoluten Nullpunkf etwa ein Viertel
vom Widerstand bei Zimmertemperatur ausmachen wiirde. Es erscheint
zuniichst schwierig, dieser viollig im Widerspruch mit dem Experiment
stehenden Tatsache zu entgehen, um so mehr, als die Streuung der
Rontgenstrahlen deutlich auf die Existenz einer Nullpunktsbewegung in
Ubereinstimmung mit der Theorie hinweist.

Wir wollen zeigen, daf trotzdem unsere Formel (78) das Ver-
schwinden des Widerstandes fiir tiefe Temperaturen richtig wiedergibt.

Es beruht dies auf dem oben in Gleichung (62 a) hervorgehobenen Um-
stand, daB bei jedem Streuprozef die Energie hy vom Gitter aui-
genommen oder abgegeben werden muf. Energieabgabe durch das Gitter
ist bei abnehmender Temperatur immer weniger moglich, da das Gitfer
immer weniger Energie enthilt. Energieaufnahme ist dagegen fiir das
Gitter selbst bei tiefsten Temperaturen urverindert mdglich und fithrt im
allgemeinen zwm genannten Restwiderstand am absoluten Nullpunkt (vgl.
die Streuung der Rontgenstrahlen). In unserem Falle befinden sich aber
auch die zu streuenden Elektromen (im Gegensatz zum eben genaunnten
Fall der Rontgenstrahlen) in thermischem Gleichgewicht, konnen daher
bei abnehmender Temperatur immer weniger Energie an das Gitter ab-
geben. Also werden bei abnehmender Temperatur auch die Prozesse, die
im allgemeinen zu jenem Restwiderstand Anlaf geben, immer seltener,
der Restwiderstand verschwindet.

Es ist mir nicht gelungen, aus der Integralgleichung (82) die Funktion
¢(g) streng zu ermitteln, was zu einer genauen Berechnung des Wider-
standes notig ware. Um zu zeigen, dab fiir tiefe Temperaturen der Wider-
stand proportional zu T'® verschwindet, geniigt es indessen, den asym-
ptotischen Verlauf der Funktion ¢(¢) fiir || > 1 zu untersuchen. Der
physikalische Grund hierfiir liegt darin, daf es, wie wir unten zeigen
werden, von diesem Verlauf abhéingt, wie stark die bei fiefen Temperaturen
nur noch sehr wenig angeregten kurzwelligen Eigenschwingungen von
den Sttfen der Elektronen beeinfluit werden.

Wir wollen zundchst annehmen, dab c () fiir (%> &£ > 1 stark an-

wachse, etwa nach Art - einer Funktion s®e?, wo n irgend eine positive
oder negative Zahl von der Gréfenordnung 1 ist und diese Annahme ad
absurdum fithren. Dabei beschrinken wir uns auf ¢ > 0, da nach (82) gilt

c(g) = ¢ (—e)
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Aus (82) wird fiir ¢ > 1

o/
p(3)= (>' var jc@.+x>1__Q<gfxﬂ;§g%
T 2dw
+c (&) j (e*— 1) (¢ +e?)
¢ T\’ wdz
jc N ﬁx) Q(@> xg] @E—1)(e° +e5) (86)

e

Der dritte Summand darf ersetzt werden durch ¢ () s ?dr — %—c(e),

0
da der Integrand fiir 1 < o < ¢; e* > ¢~ % wo er den Hauptanteil bei-
trigt, durch #? ersetzt werden darf und fiir z > & exponentiell ver-
schwindet, sobald e=* < ¢—% Der vierte Summand darf vernachlissigt
werden, da fiir den wesentlich in Betracht kommenden Teil 1 < 2 < ¢
nach unserer Annahme c(¢ — %) < c (&) und da fiir 2 > 25, wo [da c(g)
eine gerade Funktion ist] ¢ (s — %) = ¢ (&) oder sogar c¢(z — & >> c ()
das im Nenner auftretende e dafiir sorgt, dal dort der vierte Summand
gegen den zweiten vernachlissigt werden kann. Das beim ersten Summand

auftretende Integral ist eine Zahl der GriBenordnung 1, darf deshalb
8

gegen das beim dritten auftretende fg_ > 1 vernachldssigt werden und
statt (86) diirfte man schreiben:
8 3 o 2 2
(2] & T\* )} #*dx
P<T> = g”(f)— j-c(ﬁ —|~x)[1— Q(@) JOJex_l .
]
Diese Integralgleichung aber wird fiir ¢ > 1 gelost durch den Ansatz
3P /@
o0 =" (7).
da dann das Integral fiir wachsende Werte von ¢ verschwindet, und mit-
hin ist die Annahme eines fiir grofe Werte von & exponentiell an-
steigenden ¢ (¢) als sich selbst widersprechend widerlegt.
Daraus folgt zuniichst, daB

¢ (&)
kT (et 1) (e 24 1)
wegen des Ansteigens des Nenners exponentiell verschwindet, da dieses

nicht durch ein entsprechendes Anwachsen von ¢ (&) kompensiert werden
Zeitschrift fur Physik. Bd. 52. 40

.s i
fiir el > 1

1 (s) =
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kann. Dies bedeutet, daf sich wiederum nur diejenigen Elektronen
merklich an der Stromleitung beteiligen, deren Energie an der kritischen
Stelle 1 bis 2 (Fig. 2) liegt.

Ist aber & von der Grolenordnung 1, so #ndert sich (82) nicht

wesentlich, wenn fiir die obere Grenze des Integrals statt % > 1:00 ge-

setzt wird, da ¢(¢ — &) und c(z 4 x) fiir #>> 1 nicht in dem Mafe
wachsen kbnnen, um zu verhindern, daf wegen des ¢* im Nenner der Inte-
grand hinreichend verschwindet. Damit wird ausgesagt, dal diejenigen

h
Eigenschwingungen, fiir deren Frequenz die Beziehung x — %’>1 gilt,

nicht mehr wesentlich am Zustandekommen des Widerstands beteiligt sind,
d. h. um so langwelligere Eigenschwingungen nur noch mitmachen, je tiefer
die Temperatur ist. Da ¢ eine reine Zahl von der GrgBenordnung 1 ist,

T2
darf dann in (82 — ) 2? gegen 1 vernachlissigt werden und bei ge-
\@ g
gebenem ¢ hiingt ¢ (¢) nur noch dank des auf der linken Seite auftretenden

8
<g—) von der Temperatur ab, d. h. es gilt

c© = (p) =

wobei ¢*(g) nur noch von ¢ allein abhiingt. Daraus folgt nach (80) in
der Umgebung der kritischen Stelle:

1=~ 53(7) * C57%)

und daraus wie in (84) fiir den Sfrom

J —

2er ) G2 _4xm oes GOV, ,
w7 mg 20 gadtdnat = 300 55 (7) 620 )

und mithin fiir den Widerstand
W ~ I3
Die von Griineisen aufgestellte empirische Formel 4 verlangt W~ T4,
doch scheinen neuere Messungen auch einem 7'3-Gesetz recht zu geben.
Es ist durchaus wesentlich, daf die ,ZusammenstsBe“ der Elek-
tronen mit dem Gitter nicht vollkommen elastisch, sondern stets von

einem Energieaustausch begleitet sind. Zum ersten beruht darauf natiir-
lich die Erwirmung eines Leiters, der von einem Strom durchflossen

4 Siehe z. B. Handb. d. Phys. XIII, S. 18,
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wird. Dann aber ist diese Tatsache wie oben erwihnt auch entscheidend
fiir das Verschwinden des Widerstandes mit der Temperatur. Wiirde
man in (76) statt E + hv einfach E setzen, so bekime man fiir den
Widerstand ein Gesetz von der Form

T fe e (atde 1
AV NEEL g — (_ NEae 1
w <@) Se“—lxdx—2@> 5%—4*5’
9 Q

‘d. h. einen temperaturunabhingigen Zusatzwiderstand, wie er sich auch
nach der Theorie der Warmestreuung von Rontgenstrahlen bei Beriick-
sichtigung der Nullpunktsbewegung des Gitters ergibe.

In § 3 wurde gezeigt, daf das entartete und das nieht entartete Gas
hinsichtlich ihrer spezifischen W#rme ein ganz verschiedenes Verhalten
zeigen. Wir wollen zeigen, dal dies auch fiir die elektrische Leitfahig-
keit gilt, indem wir auch hier neben dem soeben behandelten Fall
» >> 1 des entarteten Gases den Fall y <€ 1 untersuchen.

Die Uberlegungen verlaufen im wesentlichen gleich, wie bei y>> 1.
Man erhalt wieder

_ df, .
%(9)——0(9)55- (87)

f, entwickeln wir, wie in (33) nach Potenzen von 1/T, und zwar erhalt
man mit (63 ¢)

h= il arGre )

of, ] A
de —  TYRT UL O

Setzt man dies in (87) ein und berechnet sich, wie in (84), den Strom
und daraus den Widerstand, so erhdlt man, wieder unter Benutzung der

Temperatur T, =— ;;3, von der wir voraussetzen wollen T, L O fir
T,<L T L6 infolge der Nullpunktsbewegung

Wa~T

und fir 7', L @ L T
W~ T2,

welch letzteres Gesetz allerdings nie bel Leitern gefunden wurde. Wir
wollten mit der zuletzt gegebenen Uberlegung nur zeigen, daB die Mog-

lichkeit eines Uberganges zwischen zwei ganz verschiedenen Gesetzen
der Leitfahigkeit besteht, der sich bei einer von der charakteristischen
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vollig unabhingigen Temperatur vollzieht. Da8 sich solche Uberginge
wirklich ereignen, zeigt das Phénomen der Supraleitfahigkeit, das aller-
dings bis heute noch unerklirt ist.

Zum Schlusse mochte ich Herrn Professor Heisenberg meinen herz-
lichsten Dank aussprechen fiir die Anregung zu dieser Arbeit sowie fiir
sein stetes Interesse an ihrem Fortgang und die zahlreichen wertvollen
Ratschlige, die er mir dabei hat zuteil werden lassen.

Leipzig, Institut d. Universitidt f. theor. Physik, 25. Juni 1928.

Berichtigung

zu der Arbeit: Uber die Polarisation der charakteristischen Rontgenstrahlung®.
Von H. Mark und Karl Wolif.

8.5, Z.4 v. u. lies Dy— Dg, Dy — Dg, Dy — Dy, usw. statt Dy bis Dg, D; bis
Dy, Dy bis Dy, usw.

8.6, Z.9/10 v. u. lies Dy — Dy, Dy— Dg, Dys — Dy usw. statt D, bis Dy, D,
bis Dg, Dyp bis Dg usw.

* 7S. f. Phys. 52, 1—7, 1928.




