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Uber die Quantenmechanik  der Elek~ronen 
in Kristallgittern. 

Von Felix Bloeh in Leipzig. 

5lit 2 Abbildungen. (Eingegangen am 10. August 1928.) 

Die Bewegung eines Elektrons im Gitter wird untersucht, indem wir uns dieses 
durch ein zun~chst streng dreifaeh periodisches Kraftfeld schematisieren. Unter 
Hinzunahme der Fermischen Statistik auf die Elektronen gestattet unser Modell 
Aussagen fiber den von ihnen herrfihrenden AnteiI der spezi[ischen W~rme des 
Kristalls. Ferner wird gezeigt, dal] die Berficksichtigung der thermischen Gitter- 
schwingungen Gr51]enordnung and Temperaturabh~ingigkeit der elektrischen Leit- 
[~ihigkeit yon Metallen in qualitativer Ubereinstimmung mit der Erfahrung ergibt. 

E i n l e i t u n g .  Die Elekfronentheorie  der MetalLe hat  seit einiger 

Zeit  For~schritte zu verzeichnen, die in der Anwendung quantentheo- 

retischer Prinziplen auf das Elektronengas  begriindet sind. Zun~chst hat  

P a u l i *  unter  der Annahme, da~ die Metat lelektronen sieh vSll ig frel im 

Gi t te r  bewegen kOnnen und der F e r m i s c h e n * *  Sta t i s t ik  gehorchen, den 

temperaturunabh~nglgen Paramagnetlsmus der Alkal ien  zu erkl~ren ver- 

moeht. Die elektrischen und thermischen Eigenschaften des Elektronen- 

gases sind dann yon S o m m e r f e l d ,  H o u s t o n  und E c k a r ~ * * *  n~her 

untersucht worden. Die Tatsache freier Leitungse]ektronen wird  yon 

ihnen als gegeben betrachte t  und ihre Wechselwlrkung mi~ dem Git ter  

nur dureh eine zunachst ph~inomenologlsch elngefiihrte, dann yon 

H o u s t  o n**** strenger begrfindete freie Weg]ange mitbe1~ickslchtigt. 

Sehliel]lich hat  H e i s e n b e r g - ~  gezeigt, daL] im anderen Grenzfa]l, wo zu- 

n~chst  die Elekt ronen an die Ionen ]m Git ter  gebunden gedacht  und erst 

in nachster  N~herung die Austauschvorgange unter ihnen berficksichtigt 

werden, das fiir den Ferromagnet ismus entseheidende intermolekulare Feld  

seine Erk lgrung  finder. 

Hier  soll ein Zwisehenstandpunkt zwischen den beiden oben er- 

w~hnten Behandlungsweisen elngenommen werden, insofern, als tier Aus- 

tausch der Elekt ronen unberi icksichtigt  bleibt, sie dagegen nicht  einfach 

* W. PauJi ,  ZS. f. Phys. 41, 81, 1927. 
** E. F e r m i ,  ebenda 36, 902, 1926. 

*** A. Sommerfe ld ,  W. V. Hous ton ,  C. E c k a r t ,  ebenda 47, 1, 1928. 
**** W.V. Hous ton ,  ebenda 48, 449, 1928. 

"i" W. H e i s e n b e r g ,  ebenda 49, 619, 1928. 



556 Felix Bloch, 

als frei beweglieh, sondern in einem Kraftfeld gedacht werden, das die- 
selbe Periodizita~ hat, wie der Gi~terau[bau selbst. Anf dieser Annahme 
ful~end, soll gezelgt werden, wie und bis zu welehem Grade sieh die Tat- 
sache freier Leitungselektronen quantenmechanlseh reeht[ertlgen lal]t. 
Wesentlieh isf dabei der namentlich yon t t u n d *  hervorgehobene Unter- 
sehied gegeniiber der klassisehen 3Ieehanik, da~ es unmSglich ist, ein 
Elektron in einer noch so tiefen Potentialmulde festzuhalten. Solange 
man ein streng periodisches Xraftfeld annimmt, wird vielmehr iedes der 
N Elektronen unbehindert durch das Gitter durehwandern kSnnen. Erst 
dessen Abweichungen v o n d e r  Periodizitgt infolge tier Warmebewegung 
der A tome gibt zu einer endliehen freien Weglange und Leitf~higkeit Anlal~. 

w 1. Die Q u a n t e n m e c h a n i k  eines  E l e k ~ r o n s  in e inem d re i -  
fach  p e r i o d i s c h e n  K r a f t f e l d :  Naeh S c h r ~ d i n g e r  gehoreht die zur 
Energie E geh~rige zeitunabhangige Wahrseheinliehkeitsamplitude 0 (x y z) 
der Differentialgieichung 

A S + ~ ( E - - V ) ~ - - - O  t t =  h ~ (1) 

V ist das elek~rostatisehe Potential, in dem sich das Elektron im 
Gitber zu bewegen hat. 1Jber seine Abh~ngigkeit von den Koordinaten 
x, y, z machen wit folgende Annahme: 

Legt man den Koordinatenursprung in einen Gitterpunkt und seien 
a, b, r die Grundvektoren des Gitters, so da$ der Ortsvektor irgend eines 
Gitterpunktes gegeben ist dureh 

r G = g~ t~ @ g2 [~ @ g~ c glg2g~ ~ -  ganze Zahlen, 

so soil V der Periodizitatsbedingung genfigen 

I T (1:) : ~r (1" -~ gl a @- gg ~ -~ (J3 c), (2) 

wo glgeg3 wieder irgendwelehe ganze Zahlen bedeuten und an Stelle des 
Tripels x, y, z der Ortsvektor r gese~zt ist. 

Die Frage nacla den Eig'enwerten und Eigenl0sungen der Differential- 
gleiehungen (1) hnngt nun yon den Randbedingungen ab, denen letztere 
gehorehen sollen. Die naheliegendste Bedingung w~re das Versehwinden 
von ~p an den Randflaehen des Kristalls, da die Wahrseheinliehkeit, das 
Elektron auflerhalb anzutreffen, offenbar prakUseh versehwindet. 

Indessen braehte dies eine die Behandhng ersehwerende Auszeiehnung 
der Randfl~ehen mit sieh, die offenbar niehts mit der physikalisehen 

* F. t lund,  ZS. f. Phys. 't0, 742, 1927. 
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Natur des Problems zu tun hat. Die Tatsache ist vollkommen analog 

derjenigen, die man seinerzeit bei der Theorle der spezifischen Wi~rme 

yon Kristallglttern antraf. Die Schwierigkeit wurde damals von Born  

und K ~ r m s  behoben durch Einfiihrung der zyklisehen Bedingung, 
dal] die e]astischen Eigenschwingungen eine dreifache ri~mnliehe Periodizit~tt 
aufweisen sollen, u n d e s  liegt nahe, dieselbe Forderung Mr die Wahr- 
schelnlichkeits~mplltude der Gitterelektronen zu erheben. Dies bedeutet, 

da~ nicht nur die elastischen, sondern aueh die yon den Elektronen her- 
riihrenden Eigenschaften des ganzen, noeh so gro~en Gitters bekannt 
sind, sobald sie in einem hinreichend frozen Teilgebiet, sagen wir dem 

durch die Vektoren G 1 a, G 2 b, G~ c aufgespannten Parallelepiped bekannt 
sind, wo G~ G~ G s grol]e ganze Zah]en seien. Das Gesamtgitter geht aus 

dlesem Grundgebiet mitsamt seinen Eigenscha~ten dutch periodisehe 

Wiederholung hervor; die g]eiehartige Behandlungsweise yon ,,#)-Wellen" 
und elastisehen Wellen wird sieh als vortei]haft erweisen, sobald wir 

ihre Wechselwirkung zu untersnchen haben, wie dies ffir das Problem 

des Widerstandes tatsaehlieh der Fail sein wird (w 5). 

Dal] sich fiber die L(isungen yon (1) sehon etwas aussagen last allein 
auf Grund der Periodizitat (2) des Potentials, wird dureh die gruppen- 
theoretischen Untersuchungen nahegelegt, die W i g  ne r** zum ersten M ale 
bei quantenmeehanisehen Fragen anstellte. Wit  wiederho]en seine [Jber- 

legungen in dem Mal3e, wie wir sie hier benStigen. 

Der Einfaehheit halber wollen wir annehmen, dai] die Gittervektoren 
a, ~, c senkrecht aufeinander stehen, und die Koordinatenachsen in ihre 
Richtungen legen ; die folgenden l~berlegungen bleiben abet aueh ~iir einen 

beliebigen triklinen Kristall gfiltig. 
Sei 

so gehSren die drei Substitutionen 

R: x' --- } ~ x-~-a~ ?/' ~ ?]. i f - - z ,  

S:  x' z x,  y '  - ~  y + b, z'  z z, ( (3) 
T :  x' ~ x ,  y ' - - - - y  ~" z + c  J 

zur Substitutionsgruppe der Dif[erentia]g]eichung (1), d.h. mit jeder 

LSsnng ~b (x y z) ist aueh #, (x' y' z') eine LSsung. Nun seien #'1 (x y z E), 
#'2 (x y z E), . . .  ~t (x y z E)  eine Reihe yon linear unabhangigen Eigen- 

* hi. Born und Th v. KgrmAn, l'hys. ZS. lg, 297, 1912; 14, 15, 1913. 
** E. Wigner, ZS. f. Phys. '3,  624, 1927. 
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funktionen yon (1), die zum Eigenwert E geh(iren und aus denen sich 
j e de zu E gehiirige L(Jsung linear zusammensetzen l~Bt. Dam1 gilt 

l 

~p~. (x ~- a,y, z E )  ~ ~ a~. ~p~. ( x y z ,  E),  

1 

~,~ (x,y +b , z ,E)  = ~ b~.~. ~. ( xy , ,E ) ,  (4) 

1 

Das heiBt, die Gruppenelemente R, S, T werden ,,dargestellt" dutch die 

~atrizen bzw. (a~.~), (b~.~), (c~). Entsprechend finder natiirlich irgend ein 
Produkt, Rgl $92 Tga, d.h. diejenige Substitution, die man erhalt, wenn 

man glmal hlntereinander R, g~mal S, gamal T ausgetibt hat, seine Dar- 
stellung in dem entsprechenden Matrizenlorodukt (aT.x)g, (br.;~)g~ (cr.z)va. 
Nun sollen aber die Funktionen g, , . (xyz .E)  (~ ~ 1, 2 . . .  l), da sie als 
Eigenfunktionen unseres Problems mit der oben besproehenen Rand- 
bedingung eine dreifache r~umliehe PeriodizitKt mit den Perioden G 1 a, 
G 2 b, G s c aufweisen, durch die Substitutionen R~*, Se2, T~a in sieh selbst 
iibergefiihrt werden. Dies bedeu~et fiir die Darstellung durch Matrizen: 

( a , . ~ ) <  = (b,.~)a~ = (c,.~)G~ = ~,.~., (5)  

we /tz~ die Einheitsmatrix bedeutet. Die fiir nnser Problem charak- 

teristische Substltutionsgruppe ist also das direkte Produkt drder  mit- 
elnander vertauschbarer zykliseher Grappen* yon den 0rdnungen bzw. G1, 
Gs, G a. Ihre einfaehste, die irreduzible Darstellung erhalt man, weml 
man start yon den ~b~. yon einem anderen System linear unabhangiger 
Eigenfunktionen 

ausgeht u~d die Matrix (t,.z) = t so wghlt, dab 

(a~. , )  : ~--1 ( a g , )  ~,; (h i . i )  : t - 1  (b,.,) t; (c;z) = t -x  (can) t 

Diagona]matrizen sind. 

Dies ist nach bekannten Satzen stets mSglieh, da die Matrizen (a~.~.), 
(bza), (c~.~) miteinander vertauschbar sind. Aus (5) wird nun 

(a 'a)~* = (b'a)e2 = (c',~.)~ = ~.~. (5') 

Die Diagonalelemen~e von (a'~.~.), (b',.z), (c',.~) sind also ginheitswurzeln, 
d. h. wir kiJnnen sehreiben 

t CGt  k ~  , C2X ~ e (73 

* Vgl. Speiser~ Theorie der Gruppen yon endlieher 0rdnung. 2. Aufl., S. 16. 
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wt, k~., 1;, m; ganze Zahlen sind, und aus (4) wird 

- -  k ) .  , 

2~t i  

~ . ( . % ? / + b , z , E ) = ~ b ~ ; .  ' " . . . . .  

2 z i  

Zu jedem Eigenwert  gehSr~ natiirlieh ein ganz bestimmtes Zahlensystem 

Die Relationen (4') fiir die Eigenfunktionen ~.  sind vollkommen 

~quivalent mJt der Anssage: Jede Eigenfunktion l~/3t sich in der Form 

darstellen 
2 z i (  k x  l y  , m z ~  

be2 ce~]. Ukl.,~ (xyz), (6) ~z,~ (x  y z )  = e ~ + - -  ~ -  

wo ukt,~ eine dreifach periodische Funktion mlt den Perioden a, b, e ist 

und k, 1, m ganze Zahlen bedeuten. Fiihren wir die L~nge der alas 

Grundparallelepiped aufspannenden Vek~oren ein 

a G~ --~ K,  b G~ ~ L ,  c C- 3 ~ -  3I, 

so wird aus (6) 

~ , ~  ~ e ' -Y~ § 7 u ~  ( x y z ) .  (6a) 

(:'ber die spezie]le Form der Funk~ion u~t~ ist nlchts ausgesagt. 
Diese h~ngt natiirlich davon ab, wie das Potential im einzelnen verlauft, 

und aul]erdem kann sie aufler yon den Zahlen 14 1, m noeh sehr wohl yon 

anderen Quantenzahlen abh~ngen. 

Die Tatsache, dal] sieh yon den Eigenfunktionen naeh (6 a) stets ein 
l y  "m z 

Faktor  e T M  ( ~  + ~ + ~ ? )  abspalten lal]t, wobei der Res~ mw noch die 

Periodizitat des Gitters aufweis~, l~l]t sieh ansehaulieh so formulieren, 

da$ wir es mit e b e n e n  de B r o g l i e - W e l l e n  zu tun haben, d ie  im 

R h y t h m u s  des G i t t e r a u f b a u s  m o d u l i e r t  sind*. 

Diese ~hnlichkeit  mit den Eigenfunktionen der kraItefreien Bewegung 
ist es, die den Gittere]ektronen die zur elektrisehen Strom[eitung not- 

wendige Beweglichkeit gibt. Um dies zu zeigen, bilden wir den Aus- 

* Zusatz bet der Korrektur. Wie ich leider erst nachtr~glich bemerkte, 
haben E. E. Wittmer und L. Rosenfeld,  ZS. f. Phys. 48, 530, 1928 dassetbe 
Resultat schon vorher auf anderem Wege hergeleitet. 

(4') 
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druck, der nach S e h r 8 d i n g e r *  den zum Zustand k, 1, m elnes Elektrons 
gehiirigen Gesamtstrom in der x-Richtung angibt: 

e h I (~kl~O~k~m O~kl~'~ s~ - -  Vk z,~ d T. (7) 
et.,~ 4 ~ i m  . Ox - -~ ,  / 

Die Integration is~ fiber das ganze Grundparallelepiped zu erstrecken 
und die Eigenfunktionen (6a) sollen in diesem Gebiet orthogonal und 
normiert seln. Der Ausdruck (7) laBt sieh [olgendermal~en umformen: 
Nach (1) ist 

Also nach dem Greensehea  Satze 

x (~ z/~p - -  ~p z / ~ )  d ~ -t- I x [(grad , ,  grad ? )  - -  (grad ~p--, grad 0)] d 

o ,  - 
\ 

wobei das letzte Integral fiber die. Gesamtoberfliiche des Grundparalle !- 

eplpeds zu erstreeken ist und ~ Differentiation nach der Normalen be, 

- 0 ~  
deutet. Nun sind wegen der Periodiziti~t die Ausdrtieke 0 ~ und 

0 ~  immer an entsprechenden Stellen der OberfNche entgegengesetzt 

gleieh, so daft nur die x-Seitenfl~ichen etwas beitragen, nnd zwar bleibt: 

eh f ~  O~Pkl~,~ 

= K ~  Ox 

~k I m ~ )  d v 

~I:.,~ --ST-x / 
(8) 

wo das Integral nur noch tiber die rechte Seitenflache gemeint ist. Die 
Proportionalit~t mit K ist nut eine seheinbare, da noeh die Normierung 
der ~f'kt~,, in Betraeht gezogen werden mug. (8) versehwindet nun im all- 
gemeinen keineswegs, so dab dem Zustand k, 1, m tatsaehlich ein mittlerer 
Impuls~ d. 11. ein Vorw~rtswandern entsprieht. 

Unsere bisherigen allgemeinen Betraehtungen sollen nun an zwei 
Grenzf~tllen i lhst r ler t  werden, dem der vollkommen freien Und dem der 
sehr test gebundenen Elektronen. In der Natur findet sieh nattirlieh stets 

ein Mittelding zwisehen den beiden realisiert. 

* E. SchrSdinger,  Ann. d. Phys. (-1) ~1, 138, 1926. 
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Zuniiehst die freien Elektronen. ttier wird wegen der Normlerung 
0ffenbar aus (6a) 

) 
~bkl m - -  e L - ~ ,  

~/ K L 21t 

d. h. unsere quasi-ebenen de Broglie-Wellen (6a) gehen in diesem Grenz- 
fall tatsi~ehlich in die bekannten ebenen de Broglie-Wellen fiber. Aus (8) 
wird bier 

e kh 
x - -  K '  ( 9 )  

k h .  K 
we - ~  in bekannter Weise den zur We]lenl~nge ~- geh(irigen Impuls dar- 

stellt. Die gewShnliche Translationsbewegung ordnet sich hier auf ganz 
natiirliche Weise dem Hun  dsehen P]atzwechsel des Elektrons in gleichen 
Potentialmulden unter. 

Als der den vollkommen freien Elektronen entgegengesetzte Ideal- 
fall sell ausftihrlich diskutiert werden 

w Der  G r e n z f a l l  s t a r k  g e b u n d e n e r  E l e k t r o n e n .  Dieser 
wird dargestellt dutch ein Potential V, welches in der unmittelbaren Um- 
gebung iedes Gitterpunktes stark negativ ist, in Entfernungen yon der 
GrtiQe der halben Gitterkonstanten iedoeh stark ansteigt. An diesen Stellen 

werden, wie H u n d *  gezeigt hat, die Eigenfunktionen sowie ihre ersten 
Ableitungen sehr klein. Um nun zu sehen, in welcher Weise der Leiter- 
eharakter eines Gitters yon der Bindungsstarke der Elektronen abh~ngt, 

hraucht man nut in (8) die reehte Seitenfl~che des (~rundparallelepipeds 
in die Mitre zwisehen zwei benaehbarte Oitterebenen zu tegen. (Wegen 
der Divergenzfreiheit des Stromes ist der Ausdruck (8) natSrlich unab- 
hangig v o n d e r  speziellen Lage der Flaehe!) Sie verliiuft dann aus- 

0 e  
sehliel~lich an Stellen hohen Potentials, so dab deft die Gr(il3en tp und 0% 

und mithin der Strom sehr klein werden und im Grenzfa]l unendlich stark 
gebundener Elektronen (idealer Isolator) versehwinden. 

Ein genaueres Bild unseres Modells erhalten wit, indem wir die 
Differentialgleichung (1) in ~hnlicher Weise als eln St~rungsproblem auf- 

~assen, wie dies yon H e i t l e r  und London**  ftir den Fall zweier Wasser- 
stoffatome gemaeht wurde. W~hrend es sieh aber dort urn ein Zwef- 
ktirperproblem handelt, lie~t hier infolge der Vernachi~ssigung der 

"~ | .  O. 

** W. Hei t ler  11n(l }:'. London, ZS. f. Phys. 14, 455, 199~7. 
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Elektronenwechselwirkung nur ein Eink(/rperproblem vor. Dabei wird 
unendlich starke Bindung als der ungestSrte Ausgangspunkt betrachtet. 

Zunachst stellen wit das Potential yon (1) als Summe der yon den 
verschiedenen Gitterpunkten herriihrenden Potentiale dar. Dabei ist zu 

beachten, dab fiir sie nicht einfach das vom Metallion herrtihrende Feld 
mafigebend ist, sondern auch die iibrigen Leitungselektronen einen Bei- 
trag liefern. Man kann ihn sich etwa zustande gekommen denken durch 

die yon ihnen herriihrende kontinuierliehe Ladungswolke*; indessen ist 
ihr Einflufi in der unmittelbaren Umgebung eines Atoms gering, so da~ 
es gerechtfertigt sein wird, fiir das vom einzelnen Gitterpunkt herriihrende 
Potential einf~ch das des Ions zu se~zen. 

Liegt das Ion im Gitterpunkt 

rglg2g3 ~ g l a + g 2  5 + g 3 c ,  

so sei sein Potential gegeben durch 

Uglg2g 3 ( x y z )  -~- U ( x - - g l a ,  y - - g ~ b ,  z - - g ~ c ) ,  
und es ist + 

V(xv~) : ~]  ~g~g2g3 (xvz). (10) 
g l g 2 g a = - - ~  

Nun betraehten wlr die DiIferentialgleiehung 

,~(~Ogtg2g a ~- ~ ( E  - -  Valg~g:r ) (~gxg2ga ~ 0, (11) 

der offenbar die Bewegung elnes Elektrons um eln isollert gedaehtes Ion 

des Metallgitters entsprieht. Die~enige ihrer (ira Unendliehen ver- 
sehwindenden) reellen Eigenl(isungen, die zum tiefstea Eigenwert E o 
gehSrt, sei 

~gtg2g3 ( x y z )  ~ ~p ( x - - g l a  , y - - g ~ b ,  z - - g s c ) .  (12) 

Solange man yon der Wirkung der Metal]ionen auf die benaehbarten 
absieht, ist unser Systen~ so vielfach entartet, als es Ionen im Gitter gibt, 
da zu der Bewegung (l 1) um jedes derselben die gleiche Energie E o ge- 
hSrt. Dementsprechend machen wir ~iir die LSsung vet, (1) den Ansatz 

E ~ J~o + ~ ~ --~- ~ ag~ g2 g~ (Pgl g2 g3 + v, (13) 
gl g2 ga 

we e und v kleine GrSl]en sein sollen, deren Produkte und hShere Potenzen 
zu vernachlassigen sin& Dann wird "aus (1) unter Benutzung yea (11) 

,~V  "~-~ ( E  0 - -  ]7) v - - -  - -  ~ ~ aglg2g. ~ ~glg2g3 ( ~ . - - V - ~  Uglgzg~, ). (14) 
gJ_ g2 g3 

Damit diese inhomogene Gleichung in v iiberhaupt eine Liisung hat, 
mu~ bekanntlieh die reehte Selte auf den Liisungen der homogenen senk- 

* Vgl. z. B. E. Fermi, ZS. f. Phys. 48, 73, 1927. 
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recht stehen. Nun kennen wir letztere zwar nieht, doch werden sie sich 

van den LSsungen q~glg2 g3 van (11) um so weniger unterschelden, ie kleiner 

die Weehselwirkung benachbarter Atome ist. Wir  fordern daher start 

der eigentllchen Orthogonalitat* 

g~ g2 ga 

h~h~h s ~ - -  cr . . .  @ ~ .  (15) 
WO 

g ; I  g2 g~ = ~7" _ _  Ug 1 :?2:73 

gesetzt ist und das Integral  fiber den ganzen Raum gemeint ist. 

Uber das Potential U(x y z) um ein isoliertes Ion herum maehen wir 

nun fo]gende Annahme, die erst unsere Wahl  van (11) als ungestSrtes 

Ausgangsproblem rechtfertlgt. U soil im Punkte x ~ y ---~ z ~ 0 negativ 

unendlieh werden, im Unendlichen versehwinden and schon in Ent- 
fernungen yam Nullpunkt van der GrS~e der halben Gitterkonstanten sehr 

klein sein. 

Dann sind die Eigenfunktionen r nor in der unmittelbaren 

Umgebung des Punktes (gl g~g3) wesentlloh van Null versohieden, and 

wenn wit  sie noch als normiert betraehten, so kann his auf Glieder der 

GrSBenordnung van v gesetzt werden 

]1 wenn gl ~ hv g2 ~ h~, g3 = t% 
r a~ r h2h3 d v = ~tO in allen iibrigen Fallen. 

(16) 

Beim zweiten in (15) vorkommenden Integral  

J = ~ v ~  :72:?~ ~:?~ :?~ ~ ~ ,  ~ ~ d 

ist z u  bedenken, dal] Ug~g2:?3 in der Umgebung des Punk~es (gl g~gs) fast 
verschwindet, namlieh gleich der Somme der yon den iibrigen Gitter- 

punkten dort  erzeugten Potentlale is~. Deshalb rout] bel der Bildung yon 

J aueh der Fall  in Betraeht gezogen werden, wo das Tripel (h 1 h~h~) 

einen zu (gl g~ g~) benaehbarten Gitterpunkt bezeiehnet. .  Die welter ent- 

fernten brauehen nicht betraehtet zu werden, da dart tier Wert  yon qo:?r g2 g~ 
schon zu klein geworden ist. Wir  wollen ~m ~olgenden annehmen, dab 

wlr es mit elnem einfachen kubisehen Gitter zu tun haben und da~] die 

Funktionen U(xyz )  und ~ (xyz)  kugelsymmetriseh sind. Dann werden 
wir setzen dfirfen 

{ ? w e n n ( h l h ,  h 3 ) = ( g l g ,  g 3 ) , l  
y U ; l : ? 2 : ? a ~ g t g 2 g a . C f l h t h 2 h a d ' ~ =  wenn(h,h~h~)Naehbarvon(g~g~g~),~(17) 

in alien iibrigen F~llen. ) 

* Das Verfahren ist dem van t I e i t l e r  uad London,  1. c., angewandten voll- 
kommen analog. 
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bezeichnet die durch den Einflul] der benachbarten Atome zu /~ 

t re tende Zusatzenergle, /~ eine fiir den Platzwechsel  naeh den Nachbar- 

punkten charakterist ische Energie und es wird mit  (16) und (17) aus (15) 

+ ag. g2_l,.q.~ § a ~ g ~ +  ~ § ag~g~_~)  z 0, 
glg~g3 ~ - -  c~ . . .  ~- or (18) 

Dies is t  unser Si~kularproblem zur Bestimmung der Unbekannten 

($gl  g2 g3" 

Zu seiner LSsung erinnern wir  uns des allgemeinen Resul ta ts  yon 

w 1, dal] iede, im Grundparal lelepiped periodische Funkt lon  beim Vorwarts-  

wandern yon einem Gi t te rpunkt  zum benachbarten mit  elner Einheits-  

wurzel  mul t ip l iz ier t  wird. Sehen wir  also zuni~chst yon der klelnen 

Zusatz[unktion v in (13) ab, so werden wir  in Anaiogie  zu (6a) zu 

setzen haben : 
[ k  gl. ~ l g 2  ~_ ~n g3 

2 ~ i \ ~ - 1  ~-2 ' (;3 ] (19) (t k l m  - - ~  e 
g l  g2 g3 

In der Tat  befr ledigt  dieser Ansatz das Glelehungssystem, wenn man 

dem Parameter  e den W e r t  er te i l t  

~ k z ~ - - ~ - - 2 / ~ . c o s ~ + c o s  ~ +cos G~ / 

Man erhiilt  also die Gesamthei t  der Eigenfunktionen ,nu l l t e r  1Naherung" 

. [ k ~ l  _ _ _  + m g a ~  

~l ,~  ~-  ~ e  ~ ~o ~:~/~.q~:~ (21) 
g t  g2 ga ~ - oo 

und zugehSrigen Eig'enwertstSrungen, i n d e m  mar~ in (20) und (21) den 

Zahlen k, l, m unabhangig die Wer t e  yon 1 bis bzw. G~ G~ G~ erteilt.  

Der urspriing]iche Grad der En ta r tung  der im Grundparal le lepiped mSg- 

lichen Elektronenzustande wird  also auf den G~ G: G~-ten Teil  reduziert.  

Gleichung (21)  s tel l t  die nati ir l iche Verallgemeinerung des yon 

t t u n d * *  behandelten Fal les  der Bewegung in z w e i  glelchen Potent ia l -  

mulden dar. Sind alert ~ und (p~ die Eigenfunktlonen, die der  Bewegung 

* Als Ausdruck der in w 1 diskutierten allgemeinen Gruppeneigenschaft der 
Eigenfmlktionen gilt der Ansatz (19) streng auch dann, wenn man nicht nut den 
Austausch mit den Nachbar-, sondero auch mit entfernteren Atomen beriicksichtigt. 
Man erhit!t dann fiir ekt m eine nach cos fortschreitende Fourierreihe, die aber in 
(20) sehon nach dem zweiten Gliede abgebrochen ist. 

** F. Hund,  ZS. f. Phys: 43. 805. 1927. 
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in der Mulde 1 bzw. 2 entsprechen, so hat man als Eigenfunktionen 

nullter N~herung die ,,symmetrisehe" 

r + q% 
und die ,, antisymmetrisehe" 

d.h., die die ,,3iuldeneigenfunktionen" verknfipfenden Faktoren sind 

z w e i t e  Einheitswurzeln~ wghrend in (21) der Grad der Einheitswurzeln 
dureh die Zahl der im Grundparallelepiped vorhandenen Gitterpunkte 

bestimmt ist. 
Wir gehen nun dazu fiber, nach (8) den zum Zustand k, l, m gehSrigen 

S~rom zu bilden. Hierzu geniig~ die Kenntnis der Eigenfunktionen null~er 

N~therung (21). Denn wie bet tier homogenen Gleiehung, so wird aueh 
die sehon an sieh als klein vorausgesetzte Li~snng yon (14) an den Stellen 
hohen Potentials erst reeht klein, so dal3 wit sie dort vernaehlgssigen 

dfirfen. 
Dann wird aus (8) mit ttilfe yon (21) 

m-~" 2~  ~ sin 2 ~ (lq - -  g~) 4- ~r~ (h~ --  g~) 
gt g2 g3 
h! h 2 h 3 

] f C) Oflh~hsh~df" (22)  + ~ m  (h 3 _ g 3 )  " 9)glg2g3 dx  

Die Integration soil wieder fiber die rechte, zwisehen zwei Gitter- 
ebenen verlauiende Seitenflaehe des Parallelepipeds vollzogen werden. 
Sie liefert offenbar nur dann etwas wesentlich yon Null Versehiedenes, 
wenn die Gitterpunkte (gl g2g3) and (h 1 h 2 h~) entweder Naehbarn sind, 

die durch die reehte Seitenflaehe getrennt werden, oder wenn sie zu- 

sammenfallen. 
Und zwar wird, wenn die Integrationsflaehe zwisehen den Atomen 

(glg~g~) und (gl @ 1, g~qs) verlauft, aus Symmetriegrianden 

�9 ( i 0 ~gl -~ 1' fr ~ta Z / d vp,q~ + i, a~.qa d f =  
(~glg2ga C) x Cfgt.t_l, g2g.~ - - - ~  -- d f  = q ) . ,  (23) 

I OcPg~g2g~df I OePmg2"q3 ~ t  

Wenn man nun bedenkg, dag die Zahl der benachbarten Gitterpunkte- 
paare, die dureh die reehte Seitenflaehe ge~rennt werden, O~ G~ betragt, 
und daft K ~ a O~, so wird, aus (22) 

e h ~  �9 2~l~ 
s :~ -~  a G~ Go G ~ . - -  sin - - ,  (24) 

Zeitschrift fiir 1)hysik. :Bd. 52. 3~ 
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und fiir den von einem einzelnen Elektron im Zustand k, l, m herrtihrenden 

Strom in der x-Richtung erh~lt man bei entsprechender Normierung 

der r g2 g~ a h ~x  2 ~r k 
s~7 ~ ~ e - -  s i n -  (24a) 

m G 1 

w  Die  s p e z i f i s c h e W a r m e  g e b u n d e n e r  E l e k t r o n e n .  Die 

S o m m e r f e l d s c h e  Theorie des aus den freien Elektronen bestehenden 

Fermigases lielert [iir dessen spezifische Warme ein lineares Anwachsen 
re_it der Temperatur I'. Dieses Gesetz beansprucht Giiltigkeit, solange 

T ~ 10 t, d .h .  solange man es mit einem vSllig entarteten Gase zu 

~un hat. 
Herrn Professor H e i s e n b e r g  verdanke ieh den Hinweis auf das 

dutch unsere Energieformel (20) bedingte, viillig andere Verhalten unseres 
,,Gases gebundener Elektronen", das hier nigher untersucht werden soll. 

Nach (20) betragt die zum Zus~and k, l, m gehSrige Energie 

Ekz ___ ~,o_t_a__2fl(cos2~k\ 2~1 , 2~m~ - ~ 1  -+- cos ~-(;~ ~- cos - ~ - /  �9 (25) 

Wir betraehten im folgenden unser Grundparallelepiped als wiirfel- 

flirmig und so groB gew~hlt, dal3 sieh gerade ein Mol unserer Substanz 
darin befindet, d. h. es sei 

G 1 ~ G~ ~ G 3 ~ G 
und 

(~a = L = L o s c h m i d t s c h e  Zahl. (26) 

Dann sind (r G2, Ga ganze Zah]en der Griil]enordnung l0  s und yon 

den Gri~l]en 
2 ~ k  2~rl 2~rm 

~ - -  G ' ~---- G '  ~ - -  C~ (27) 

daft angenommen werden, daJ] sie stetig yon - - z r  bis + zr vergnderlich 

sind. Dies entspricht dem Umstand, dai~ mit wachsendem Grundparallel- 

epiped die diskreten stationgren Zustande immer dichter zusammenriicken. 

Da die Zahl tier in ihm vorhandenen Elektronen in gleichem Male wgehst, 

wird aus der ursprtinglich treppenf(irmigen Verteilungsfunktion f ( ~  ~) 

schlie/~lich eine stetige Funktion. Sie gibt die Zahl der im Zustands- 

bereich L 
ak dZ am ~ ~ d~ d~ d~ 

befindllchen Elek~ronen an, und zwar betriig~ diese nach F e r m i  

f ( ~ ) d ~ d ~ d ~  ~-- L d ~ g ~ d ~  (28) 
fl (~os $ + ~os ~ + cos ~) 8 ~ 1 ~ 

- - .e -  +1 
A 
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Dio Konstante A ist dadurch zu bestimmen, da] die Zahl N der 
im Grundparallelepiped vorhandenen Elektr0nen vorgegeben ist. Nun 

haben wir in w 2 angenommen, daft der urspriingliche Eigenwert E 0 des 
isolierten Atoms einfach ist, so dab auch bei Hinzunahme der Wechsel- 
wlrkung zu einem bestimmten Energiewert E~zm nur e in  durch k, 7, m 
bereits eindeutig definierter Zustand vorliegt. Indessen wird im all- 

gemeinen, auch abgesehen yore Spin, der Ausgangsterm/~o bereits mehr- 
fach, sagen wir ~-fach entartet sein. Nehmen wit  an, dab durch die 
Wechselwlrkung die Energie ~edes der zugehSrigen s in gleicher 

Weise, ngmlich nach der Forme] (20) aufspaltet, und bedenken wir, dai] 
in folge des Spins in jedem Zustand sich zwei Elektronen befinden kiinnen, 
so wird aus (28) 

2 ~ L  1 
f ( $ ~ )  - -  8zt~ 2~ (r162 ' (29) 

-1 . e - ~  +1  
A 

A ist nun definiert durch 

- -  J J J  2~ ~ ~ o , (30) 2 ~ L  2~ - -  ~ ~ ~ 1 --~-'-T('O $+c sn+cos: ) 
- ~  ~ - . e  + 1  

N 
n ~ ~ - i s t  die Zahl der Leitungselektronen pro Atom. Da ftir das iso- 

lier~e Atom das Pauliprinzip gilt, ist stets n ~ 2 Z, d. h. ~ ~ 1. 

Ferner ist die Gesamtenergie der im hervorgehobenen Kristallstiiek 
befindliehen Elektronen gegeben dureh 

"~Tg 

E ~  

Oder nach (30) 

E~_N(Eoq-a)__ 4~'il~ 
8 ~a 

+ ~ - -  2fl (cos~ + c o s ~ + c o s ~ )  d~ d~ de. 
1 -~(~os~+~os~+r 

- - . e  ~ + 1  
A 

I ! t  A cos0+co  +cos  
-- .el  -,~(oo~r 1 

d~d~d~. (31) 

Wir fiihren zur Abkiirzung 
2~ 

7 - -  ~ (32) 

ein und behandeln zur Diskussion der in (30) und (31) vorkommenden 
Integrale die beiden folgenden Grenzfalle getrennt. 

38* 
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1. ~ I', d. h. y ~ 1. Wit entwickeln in (30) und (31) den 

Integranden nach Potenzen yon 7 und brechen die Reihenentwicklung 
nach dem quadratischen Glied ab. Aus (30) wird dann 

z - -  8 ~a (A 4- l) 1 ~- 7 (cos ~ -~ cos ~ -~ cos ~) 

A + I  2 ( cos~+cos~+cos~)~  d~d~d~.  

Das in y lineare (}lied lallt weg und es bleibt 

A - - 1  z -  A 3y  :A 
A + ~ 4 (A § 1) 3, 

d. h., wenn man wieder bis zur zweiten Potenz yon 7 geht: 

u [ 1 @  372 ( 2 ~ - -  1)]. A - - l -  x -~ -  

Fiir den fiir die spezlfische W~rme mai]gebenden temperaturabhangigen 
Tell der Energie folgt hlermi~ aus (31) 

E - - X ( E  0 - ~ e ) -  S ~ ( A + I )  

4 A -}- 1-~-~ [~ (cos ~ + cos ~ + cos ~)~] d~ d~ d~ 

6 X L f l A  
- -  (A + 1 )  e T - - -  - -3u(1--g)XL' (2 /~)~kT 

Daraus erhElt man in diesem Falle hoher Temperaturen fiir die spezifische 
Molwarme bei kbnstantem Volumen: 

C~ = O E ('2 ~)~ 
~ 3 ~ ( 1 - - ~ ) ] ~ L .  k T  2 ~ 3 s  ~, (33) 

wo R ~ kaL die Gaskonstan~e bedeuteL 

1 ab, Die spezifische Warme des E]ektronengases Iifllt also mit T- ~ 

sobald man sich wesenillch oberhalb der dutch 

2~ 
T o ~ ~ (34) 

gegebenen Temperatur befindet. Es ist wichtig, sich iiber die GrSl3en- 
ordnung yon T O Aufschlul~ zu geben. Nach (17) ist [iir fl das Produkt 
des ein Jsoliertes Atom (h~ h~ h~) nmgebenden Potentials und selner Eigen- 



Ober die Quan~enme~hanik der Elektronen in Kristallgittern. 569 

funktion r multipliziert mit der Eigen~unktion 9~g~g2gs des l~ach- 

baratoms, mal]gebend. Sei nun an der Ste]le (hlh~hs) r ~ fl" 
Diese Zahl gibt an, wie rasch die Eigeniunktionen naeh aui]en ab[allen 

und hangt nach t t u n d ,  1. c., empfindlich yon der H~ihe der Potential- 
schwe]le zwischen zwei l~'achbaratomen ab. W~re fl' ~ 1, so erhielten 
wir nach (17) far die Austauschenergie ~ eine mit der Ionisationsarbeit 

vergleiehbare Energie yon der GrS]enordnung einiger Volt; d.h. 10 -1~ erg. 
Je niedriger die Potentialschwellet ist, desto mehr nghern wir uns diesem 
yon S o m m e r f e l d  betaandelten Grenzfa]l vollkommen freier Elektronen. 
Wghrend allgemein f l- ,~ ~ ' .  10-12erg, also naeh (34) 

10-12 
T o ~  ~ ' . - - - -  ~' 10 -16 . 10 ~, (34a) 

wird hier 
T O ~ 10 ~, 

d. h. gleieh der Temperatur, bei der au.ch bei S o m l n e r f e l d  sich der 
l~bergang vom entarteten zum nicht eatarteten Gas vollzieht. Freilieh 
is~ [tir diesen Grenzfall unsere Formel (20) nicht mehr zustgndig, doeh 

zeigt sie wenigstens qualitativ den Ubergang zum Fall freier Leitungs- 
elektronen. Wir interessieren uns hier ftir stark gebundene Elektronen, 

wie man sie mit Sieherheit bei sehleehten Leitern und Isolatoren finder. 
Der Wert yon fl' wird bier wesentlieh kleiner ausfallen. Bevor wit 
hierauf im Ve.rgleich mit der Erfahrung naher eingehen, wollen wir den 
Verlauf der spezifisehen Warme fiir T ~ T o untersuchen. 

2. 2 ~ ~ kT;  7 ~ 1: Hier ]iegt tier Fall des entarteten Gases vor; 
der Untersehied gegeniiber der Sommer fe ld sehen  Rechnung liegt ledig- 
lich in der verschiedenen Abhgngigkeit der Energie E k ~n yon den Quanten- 
zahlen. W~hrend dort 

Ekt~ 2 m (P2 d- loy -~ is:) = const, d-" + \ - ~ - / j  

gilt, ist bei uns nach (25) 

Es mag indessen zur Vereinfaehung der Reehnung und, da es uns 
nur auf qualitative Resultate ankommt, erlaubt sein, die Funktion 1 - -  eos~ 
dureh eonst. ~ zu erset:zen, wodureh unsere Integrale auf die S o m m e r -  
feldsehen zurfiekgeftfiart werden.k~nnen. Sel also mit der Bezeiehnungs- 
weise (27) die Energie 

Ek~ = ~ : ( ~ ) = Z o + ~ - - ~ + ~ c ~ ( ~ + ~ + l ~ ) .  (~5) 
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Die Konstante c w~hlen wir  so, dal~ (35) in dem ffir die spezifische 
W~rme mal~gebenden Gebiet des ~ - R a u m e s  sieh miiglichst gut an (25) 

anschmiegt, l~un f~llt die Verteilungsfunktion (29) bei einem entarteten 
Fermigase an einer Stelle steil ab*, die dadurch bestimmt ist, daft, wenn 
samtliche Zustande niedrigerer Energie voll  besetzt sind, in ihnen gerade 

alle vorhandenen Elektronen Platz linden. Dieses mal]gebende Gebiet 
ist in unserem Falle eine Kugelflache, deren Radius (~o gegeben ist durch 

3 

1 4 ~  : = ~ ,  a.~. qo=~/~-~ 
8 g  ~ 3 

und wit  wollen c so w~hlen, dal3 die Kurven 1 -  cos~ und c~ 2 an.  der 

Stelle ~ ~ -  ~)o parallel sind; also 
3 

sin ~)o sin ~/6--~x 
e ~ - -  - -  3 

2 0o 2 1/6~2x 

Nun wird aus (30) mit  (32) 

A c ~ . . g  

1 i. f x - -  8 ~  1 . e  c v ( $ ~ + ~ + ~ 2 )  q - 1  

-2 
- -  Tg  

Da die Verteilangsiunktion tiir ~}u -}- 72 ~- ~ = Q > 00 exponentiell 
verschwindet, daft  die Integrat ion fiber } ~/~ start  yon - -  g bis -]- ~ auch 
yon - - ~  bis + oo vollzogen werden. Dann erhalt  man, wie bei 

S o m m e r f e l d :  

~n erster N~,herung: 

in zweiter Naherung: 

ul~d fiir die Energie aus 

I g A '  ---- c7 ~o 2, 

IgA' ~ cToo~ [ 1 ---~-4-Q~7) / I ": 1 ~ 

1 
- - .  ee 7 ($2 + ~,2 + r _~. i 
A '  

- g-d~=~ q2 I + X ~ -  

* Vgl. Fig. 2. 
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Also wird die spezifische W~rme welt unterhalb der Temperatur 1'o dar- 
gestellt durch 

d E  ~L k s 1' i @ ~  (36) 
C~' ~-- ~)T - -  6 ~  Oo - -  6 c  7 

Durch die fiir die beiden Grenzfille gtiltigen Formeln (33) und (36) 
ist der qualitative Verlauf der naeh unseren Vorste]lungen zu erwartenden 
spezifisehen Warme der Elektronen bereits gegeben: Solange T ~ To, 
steigt sle wie bei S o m m e r f e l d  linear in T an, erreieht fiir ;/' ~,~ T O ein 

Maximum und sink{ fiir T >~ T omi t  ~.z wieder ab, ie mehr alle mit tier 

Statistik vertriglichen Verteilungen der Elektronen (einfach und doppelt 
besetzte Zellen) gleiehwahrseheinlieh werden. Da in (33) und (36) 

2~ 
sowie aueh im Zwischengebiet die spezifisehe Warme nur yon 7 = 

abhingt, bedeutet ein Verkleinern yon fl lediglich ein Zusammenziehen 
der Kurve der spezifischen Warme in der Richtung der T-Achse. Einen 
zweiten An- und Abstieg tier spezifisehea Wirme wird man erwar~en, 
wenn k T  sich dem Energiewert des ersten angeregten Zustandes n~ihert, 
doch sind hler die Temperaturen schon so hoch, dal~ sieh dies wohl der 
Beobaehtung entziehen wlrd. 

Dagegen scheint das Experiment einen dem oben skizzierten ihn- 
lichen Ver]auf tier spezifischen Wirme zu bestitigen. Sire o n * hat an 
grauem Zinn, Si und anderen Stoffen auf Abweiehungen vom D ebyeschen 
Gesetz hingewiesen, die slch gut einer yon S c h o t t k y * *  angegebenen 
Formel fiigen. Diese ist unter der Annahme zw e ie r  nahe beieiander 
liegender Energiestufen abgeleitet und lautet 

(~u 

Cv z R .  
§ 1) 2 

@, bedeu~et eine unserem T O entspreehende ,,Umwandlungstemperatur". 
1 ,  

(37) zeigt fiir T >~ O~ wie Cv ~ ein Absteigen mit ~ dagegen fib' 

2 Ou 

T < Ou ein exponentielles Ansteigen mit ~ ) e  T w~hrend bei l lnS 

nach (36) ein linearer Anstleg zu erwarten wfire. Tats~chlioh zeigt sich 

* F. Simon, ]~erl. Ber. 1926, S. 477, Nr. 33. 
** W. Schottky,  Phys. ZS. 98, 448, 1922. 
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z. B. bei Si, worauf auch S imon  hingewiesen hat, deutlich eine Ab- 

weichung" yon der S cho t t kys chen  Formel, die im Sinne eines solchen 
Verlaufs zu deuten wire. 

Um auch fiber die auftretenden Gri~l]enordnungen e~was sagen zu 
kSnnen, bes~.immen wir den Schnittpunkt yon (33) und (36): 

n .  2--: = 
Dies finder start fiir 

~18cx(1 - - ~ )  
T ~-- T O ~}o " ~ ci TO 

und die zugehSrige spezifische Wirme ist 

4Oo ~ 1 8 c u ( 1 - - u )  __ c~R. 
C'~ = g3-c 

Diese beiden Werte geben uns AufschluB fiber die ungefihre Lage 
und HShe des yon Cv erreiehten Maximums. Is~ nieht gerade x ~ 1, 
d. h. sind nicht alle Zustinde roll  besetzt, so dai] keine Energie vom 

Elektronengas aufgenommen werden kann und C~, dauernd Null ist,, so 

sind c 1 und c 2 Zahlen yon der Grii~enordnung 1. Dann wfirde man 
ftir den Maximalwert von Cv die Gr~Jfienordnung von /~  erwarten, wie 
dies auch far den experimentell gefundenen Weft  0,4 ~ zutriff~. Die 
Lage des Maximums ist far die versehiedenen Stoffe verschieden, z. B. 

bei grauem Zinn bei T ~ 29. Dies wgrde nach (34a) far fl' einen 
Weft  der Gr~l~enordnung 10 -3  bedeuten, was gerade bei schlechten 
Leitern immerhin als mSglieh bezeichnet werden kann. 1Jbrigens ist 
unser Buekel in der Kurve der spezifisehen W~rme nicht an das spezielle 
Bild gebunden, das wit uns ,:on den Elektronen im Gi~ter machen, sondern 
er wird stets auftreten, wenn durch eine kleine Wechselwirkung gleich- 
artiger Systeme die urspriingliehe Entartung aufgehoben wird und dadurch 

eine Gruppe nahe benachbarter Energiestufen auftrltt. Insbesondere kann 
sieh diese Weehselwirkung aueh im Austausch der Elektronen iu~ern. 

w  Die  B e s e h l e u n i g u n g  der  E l e k t r o n e n  be im Zuf i igen  
e ines  h o m o g e n e n  F e l d e s :  Die elektrische Leitfihigkeit eines 
Kristalls kann untersuehg werden, wenn die beiden folgenden Fragen 
beantwortet sind : 

1. Wie findert sieh die Bewegung der Elektronen beim Anlegen 
einer Spannung '? 

2. Wie erfolgt die \Vechselwirkung der Elektronen mit den ther- 
mischen F, igensehwingungen des Gitters? 
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Es erscheint zun~ehst bedenklich, dal] nicht aueh die Wechselwirkung 

der Elektronen unter sieh, d. h. im klassischen Bild ihre Zusammenst~l~e, 

im quantenmeehanischeu ihr Austauseh mi~ bertieksiehtigt wird, die doeh 

sicher yon derselbeu GrS~enordnung ist, wle die mit dem Gitter. Die 

elektrische Leitftthigkeit bertthrt indessen nur die Frage nach dem Gesamt- 

impuls des Elektronengases, und dleser ~ndert sieh zwar unter dem Einflul] 

der Prozesse 1. und 2,  iedoeh nieht unter dem letztgenann~en. Fiir die 

Untersuehung der W~rmeleitf~higkeit diirfte er dagegen wichtig seln. 

Bel der Besehleunigung der Elektronen dureh das Feld w~re es nun 
naheliegeud, yon einem bestimmten, seharf defiuierten Ausgangszustand 

aaszugehen and naeh den Uberg~ngen zu fragen, die infolge des Feldes 

naeh den anderen Zust~nden erfolgen. Dann ist aber naeh (6a) die Orts- 

ungenauigkeit des Elektrons fiber unseren ganzen unbegrenzten Kristall 

verbreitet, d. h. es wtirden noeh Stellen mitspielen, wo das linear 

ansteigende Potential des Feldes bereits tiber aiie Grenzen gewachsen ist. 

gm diese Sehwierigkeit zu umgehen, bauen wit uns ein WelIenpaket 

auf, das am Rande des GmndparalleIepipedes hinreiehend versehwindet, 

und das dennoeh so grol] ist, dal~ zu seinem Aafbau nur Eigenfunktionen 

benStigt werden, die zu einer Gruppe nahe beieinander liegender Zu- 

st~nde gehSren. 

Wir nehmen also an, dal] zur Zei~ ~. ~ 0 ein Wetlenpaket vorlieg~, 

das ~hulieh gebaut ist, wie die yon N e i s e n b e r g *  und K e n n a r d * *  be- 

nutzten, and untersuehen seine Bewegung bei der Anwesenheit eines 
Zusatzfeldes in der x-Richtung, d .h .  eines Zusatzpotentiales - - e F x  

mitfels der Diraesehen*** Variation der Konstanten. 

An Stelle yon (1) hat hier die zeitabh~ngige Gleiehung 

-t Tc i m c) #, 
A ~ , - - , a ( V - - e F x ) ~  @ It d t =  0 (38) 

zu treten, die wir durch einen Ansatz 

k lm 

zu Risen suehen. Da ftir F ~ 0 und d%z~" " d t  - - 0  (38) befriedigt wird~ 

erhalten wir 

4~'gi'tJ~ ~ k l m ( t ) . ~ k l . m . t _ ~ _ t  j;L./mt _ _ _  _ _  ClJ:fg'(t)~ 
h kln~ It2 

* W. tteisenberg, ZS. f. Phys. ~3, 167, 1927. 
** E. H. Kennard, ebenda 44, 326, 1927; vgl. auch C. ~;. Darwin, Proe. 

Roy. Soc. 117, 258, 1927. 
*** P. A. ~f. Dirac, Proc. Roy. Soe. 112, 661, 1926. 
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insbesondere zur Zeit~ t = 0 

8 ~ m  4 ~ i m ~ b k ~ ( O )  Wkz~n - -  h~ eFx~p(O) (39) 
h klm 

oder, indem auch die rechte Seite nach Eigenfunktionen der Gleichung (1) 
entwickelt wird : 

2 z i  I (~kt,,~(O) = T eF  xO(O) ~ - ~ d x d y d z ,  (40) 

wo die Integration tiber unser ganzes Grundparallelepiped gemeint ist. 

Dies ist natiirllch nur miiglich, wenn die rechte Seite in (39) ebenso wie 

die Eigenfunktionen $~zm die durch unser Grundparallelepiped vor- 

gezeichnete Periodizitat besitzt. Das Wellenpaket sei nun gegeben durch 

- [ k t ( ~ - z ' ) •  V ( Y - Y ~ )  + m ' ( z - z ' ) ]  ( ~ t - z t ) U + ( y - y ' ) 2 + ( z - z ' ) 2  

~p(0) ~ f ~*t K ' L .~r J ur2 Uk, ll m, .  (41) 

Von der Ungenauigkeit  r wollen wir anne]amen, da$ sie zwar viele 

Atomabstande umfal3tl aber dennoch so klein ist, da$ die reehte Seite 

yon (39) an den Grenzfliiehen des Grundparallelepipeds merklleh ver- 

schwindet, sofern x'y'z'  ein Punkt  ia seinem ]nnern ist. Wiederholt man 

nun die Funktion (41) yon Grundparallelepiped zu Grundparallelepiped 
so ist die Periodizitatsbedingnng hinreichend erfiillt und (40) gereeht- 

fertlgt. Zunachst berechnen wir uns 

(0) ----- I ~ ( O ) ~ d x d y d z ,  C k l m  

d. h. unter Benutzung yon (6 a) und (41) 

ckl~ (0)  
[ k' ( x - ~ ' ) - k x  1 t (y-y. r ) - l y  m t ( z - z t ) - m  z] (x_M)2 + (y_yt)2 + (z_z,)2 

e ~"L -~ + - -  + =je  r. ..1~ j ~ #  uk~muk, vm, dxdydz  (4 

oder 
- 2 ~ t [ - f f +  T +  

. ] (k ' -k ) (x - :v ' )  ( l ' - l ) ( f f - y  r) (~ t  m ;  ')] ( ~ - ~ t t ) 2 + ( y - y t ) 2 + ( z - z ' )  2 

�9 e T M  [ K ~ L + - Z - Z  2 r 2 ~ ' k lm  �9 Uk* l 'm '  dxdye 

Da die Funktionen ukt,~ und u~., t,,~, die Periode des Gitteraufbaues haben, 
kann man dafiir auch setzen: 

- ~ , ~  + ~ - +  ~-~-] 
~ , ~  (0)  = e 

[ ( k - -  k')  ( [ - - [ ' )  ( l - -  l') (g--  g') (m - -  mr) (h- -  h')]  ( f _  ft)2 (g _ g,)2 (h--  h') 2 

f g h  
z(m'- m)] 

e2~i['~(k'ttT-k) ~-Y(l'I?~) �9 i J d x d y d z ,  
�9 ~ '~ "~tk, t, m, . g 
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2 ~ (f - -  f ' )  
G~ 

so wird hiermit  

wobei die In tegra t ion  nunmehr nur noch fiber ein Elementarparal le lepiped 

des Gi t ters  zu erstrecken ist, G~,~,a dieselbe Bedeutung baben wie in 

(6) und 
J'  F ) '  

q,~,a  ~ - ~ ,  Z '  M (43) 

gesetzt ist. Die Summation tiber f, g, h bezieht sich auf ein System 

identiseher  Punkte  im Grundparal le]epiped.  Da G~,~,:~ a.ls sehr gro~ 

vorausgesetzt  sind, darf die Summe dureh ein In tegra i  ersetz~ werden, 

das aul]erdem, da ia die Summanden am Rande des Grundparal le lepipeds  

hinreichend versehwinden sollen, in allen drei Variab]en yon - - ~ c  bis 

~- ~ ers t reekt  werden darf. Benutzen wir  a]s Abkii rznngen:  

2 = (g - -  g ' )  2 z (h - -  h ' )  

G.~ (#a 

�9 kx' ty' _Tf ] 
- ~-:~ [--K- + T, ' 

[ ~  , ' - ,  m'-.~ ] 
.~ e ~ i  ~+ ~ - , , l + ~ z  dxdyd ."  "r l m  ~t('k' H ra,' �9 

- -  o c ~  

also [ mq,  k x '  l y '  
- . ) - ~ i  - ~  ~- ~ ~ ~ G I G~ G s 

~:k~,~(O) ~ e " 8 z  s 

r 

�9 r~r='r a (8 =~)~,=. e -  ~ ~= t,~ ok- z)2 ~ ~ (~ _ ~,)~ ~ ~:~ ~.,,- ,,,)-.~. (44) 

f [m Fal le  k ~ k', 1 ------ 7, m ~ ,m' wird  

-~? ( . v -  .,) =l . e T M  (k' )a~a_ ( l ' - - l ) y +  ( i lG2G~.  n ~ t , ~ ' v m '  ' z .~I Jdxdqdz=::l, . , (45) 

weil die Eigenfuuktionen (6a) im Grundparal le lepiped normiert  sin& Da 

nun r v i d e  Atomabst~nde umlaut, wird ckt m (0) under Beri icksichtigung 

der  Bedeutung (43) der Grtil]en ri, 2,:~ nut  dann wesentlieh yon Null  ver- 

sehleden, wenn 

k- -k '  <~ G~; 7-- 7 ' ~  (~2; m,-- ,m'.~ (;3- 
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Dann darf  man auch mi t  guter  Anni~herung die Gii l t igkei t  yon (45) 

annehmen, und man erhi~l~ aus (44):  

c k ~  (0) e t K -Z-- + . r~,~'~ r~ ] /8  ~ 

�9 e -  2 ~ :  [r~ (k - k')~ + r ~  q - -  z')2 + r ~  (m - m')~] ( 4 6 )  

Auf ganz analoge Weise, wie man aus (42) (46) erhiilt, wird aus (40) 

K e F  - 2~t rk~--~' ~y' mz___'l [ 2 ~ i  ,1 
C k l m ( O ) =  h----~-" "e [ K § L -b M ! ' r l rars  ~ - ~ a  L 4 ~ r ] ( k - k ' ) +  K X J 

�9 e -  2 ~2 l ~  ( k -  ~,)2 + ~# (~ _ v)2 + r ~  ( ~  - ~ ' )2l .  ( 4 7 )  

Bilden wi r  hieraus 

d 2 K e  F (8 ~3,. 2 ~ k,)2+~.~(~- t,)2 + r~ (,~-,~')~] ~! r~rs) (k_k , ) .e_4~2 [rl2(k_ 

oder 

d ickz~12__ K e F  0 
h Ok (48) 

so sieh~ man, dal~, wenn an~anglich die Ampli tuden der unser Wel lenpaket  

aufbauenden Eigenfunktionen dureh (46) gegeben sind, sich diese Ver- 

tei lung der Ampli~uden im k, ~, m-Raume nach wachsenden Wer ten  yon k 

verschiebt, und zwar um so rascher, ~e gr(il~er die Feldst i i rke /~ ist. Im 

Grenz[alle vollkommen ~reier Elektronen geht  (48) d i rekt  in das fiber, 

was man naeh der klassischen Meehanik erwar~en wtirde. Nach (9) is~ 

dann ni~mlieh die Gesehwindigkei t  in der x-Rich~ung gegeben durch 

kh  
v~ m K  

und stat~ (48) kaan man schrelben:  

DiGs wiirde man auch klassiseh erwarten, wenn ein Sehwarm yon Elek-  

~ronen vorliegf, die d i e  Besehleunigung - -e  F erfahren ** 
m 

* Herr P e i e r l s  hat reich freandlichst darauf aufraerksam gemacht, daft man 
Gleichung (48) aueh unabhiingig yon der speziellen Form (4l) des Wel]enpakets 
herleiten kann. Von einem solchen und insbesondere nieh~ yon einem scharf 
definierten stationiiren Zustand auszugehen, scheint aber auf jeden Fall nStig 
zIl  s e in .  

** Vgl. E. H. Ke 'nnard,  h c. 
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Geht man von einem Wel lenpaket  der Fo rm (41) aus, so ist die 

Wahrschein]ichkeit~ das E]ektron im Zustand ],:~"7, m zn tref~en, pro- 

por t ionai  

w (k I m, k'#' m') ~ e -  2 ~2 [~12 (~_ s~,).~ + ,.~2 (l - z,)-" + ,.# (,~ - ,~')~j 

Hat  man es nun mi t  sehr vielen Elektronen zu tun, so ver langt  die 

Fermis ta t i s t lk ,  dal] die mit t lere  Zahl der Elektronen im Zustand k, ~, m 

proport ional  sei zu 1 
f (k l m) - -  (49) 

1 Eklm 
- - . e k T . ~ - i  
A 

Um dies zu erreichen, hat  man o[fenbar start  des e i n e n  Wellen-  

pakets  (41) N versehiedene mit  unabhangiger  Phase zu superponleren. 

Sei die yon d e m / - t e n  Paket  (Elektron) herrfihrende Wahrseheinlichkeit ,  

das Elekt ron  im Zustand k, l, m anzutreffen 

Y)i (k ~ ~Yt, k; ~; m;) i = 1, 2 . . .  N, 

so setzt sieh bei Mittelung fiber die Phasen wegen ihrer  Unabhangigkei t  

die Gesamtwahrscheinl iehkei t  hierfiir addi t iv  ans ihnen zusammen, und 

um (49) zu befriedlgen, is t  zu fordern, da~ die Zahlen k~, 7~, m~. so ge- 

wahl t  werden, dal] 

N 

i = l  

Nun gi l t  naeh (48) 

dwi(kZ~, 1~;: 7~ .~;.) 
dt  

Ek~ lm 
~ e ~ r  + 1  

- -  f ( k l m ) .  

.Ke F 0 wi (k 1 m, k~ l~ m~) 

h Ok 

Summiert  man auf beiden Seiten fiber i yon 1 bis N, so erh~lt  ma.a ffir 

die zeitl iehe i~nderung der Vertei lungsfunktion infolge der angelegten 

Spannung allein : 
d f  (k lm)  Ke  F O f ( k l m )  

d---V-- - -  h 0k (50) 

oder mjt  den Abktirzungen (27) und dem Umstand, dal] K ---~ a G 1 

d f  (~v~ ) __ __ 2 :~eFa  ~)f ( ~ !  
- -  7 d r  h ~) ~ 

wo nunmehr die ~y~ wieder einen kont inuier] ichenWertebereieh durchlaufen. 

Die Formel  (50) is t  ganz die von L o r e n t z *  und S o m m e r f e l d  be- 

nutzte mlt  dem einzigen Untersehied, da~ hier ~ ~ im a]lgemeinen nieht 

* The Theory of Electrons. Teubner 1916, S. 267 ff. 
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die Geschwindigkeitskomponenten bedeuten, sondern andere, mit ihnen zu- 
sammenh~ngende Grill]en, die ebenfalls den Quantenzustand charakterisieren. 

w 5. Die W e e h s e l w i r k u n g  d e r E l e k t r o n e n  und der  e l a s t i -  
schen  W e l l e n  des G i t t e r s .  L e l t ~ a h i g k e i t .  In w 1 wurde gezeigt, 
dal], solange das Gitter als streng periodiseh betre~ehtet wird, zu ]edem 
s~ation~rea Zustand kTm nach (S) eln best~mmter Impuls in der x- und 
ebenso in der y- und z-Richtung geh~rt. Soiange man also diese Vor- 
stellung aufrecht erh~lt, laufen die Elektronen unbehindert durch das 
(~i~ter dutch und man erhalt fiber das Zustandekommen eines elektrischen 
Widerstandes keine Auskunft. Nun kommen zwar in der Natur niemals 
streng periodisehe Gitter, d. h. vollkommene Einkristalle vor, wie hier 
vorausgesetzt wurde, doch werden die Gitterstfirungen sich ttbnlich wie 
Verunreinigungen nur in einem kleinen, temperaturunabhangigen Rest- 
widerstand geltend machen. 

Um fiber den Temperaturverlauf des Widerstandes Reehenschaft 
geben zu kSnnen, miissen andere Abweichnngen yon der strengen 
Periodizitat entseheidend sein, namlich diejenigen, welche yon den 
thermischen Eigenschwingungen des Kristalls herrtihren. Es handelt 
sich daher im folgenden darum, durch eine St(irungsrechnung die Weehsel- 
wirkung zweier gekoppelter Systeme zu verfolgen: Dee Elektronengases 
und des elastiseher Schwingungen f~higen Gitters. Ist die Temperatur 
hinreiehend tier, so diirfen wir von den elastisehen Wellen voraussetzen, 
dab ihre Langen grol] sind gegen die Atomabstande, so dal] wir ihnen 
gegeniiber den Kristall als Kontinuum auf[assen diiffen, und ferner, daft 
ihre Amplituden so klein sind, dal~ die Sehwingungen wesentlich har- 
monisch sin& 

Von dem elastischen Verscbiebungsvektor lt(xyz) fordern wir die- 
selbe Periodizit~t, wie yon den Eigenfunktionen der Eiektronen (vgl. w 1). 
Stellen wir ihn dureh eine Fourierreihe dar 

its- ~ ~ argh~cos2~ +"Z + 
f g h ~ . - -  ~ j ~ l  

�9 (51) 

so entsprich~ dies fiir Wellen, deren L~ngen grol~ sind gegen die 
Atomabstande einer Darsteliung der Gitterschwingungen durch Normal- 
koordinaten afghy und bfghi. Die Zahlen fgh  charakterisieren den Aus- 



l)ber die Quantenmechanik der Elektronen in Kristallgittern. 579 

breitungsvektor, j den Polarisationszustand der betreffendea Normal- 
schwingung, und es gilt 

afghj ~ a l  h - -g , - -h , j ;  bfghj ~ -  - - b _ / . ,  _ g , - - h , j .  

ttfghj ist ein Einheitsvektor in der Schwingungsrichtung und steht fiir 
j ~--- 1 (longltudlnale Welle) parallel, ftir j ~ 2, 3 (transversale Welle) 
senkreeht zu fg h. Die Normalkoordinaten gehorehen nach tier klassischen 
Mechanik den Di~erentialgleichungen 

afghj'" -~- Ax ~'~ ~fghj~ afghj  ----- 0 [ 

mit 

V (  f 2  "~ ( L f  @ \21,} , ( h '  = (52a) 

wo v I die Fortpflanznngsgeschwindigkeit longi{udinaler, % - - - %  die 
transversaler Wellen bedeudet. 

Quantenmechaniseh lg~t sieh nieh{ die exukte Funktlon a, ghj (t) an- 
geben, sondern eine Wahrscheinlichkeitsamplitude ~p (arab j), die der Diffe- 
rentialgleichung geniigt. 

d ~ ~ 8 ~t ~ 21/ , 
da?ghj q - - - ~ - - ( E  - -  2 ~t2_alV]ghja~g~j) ,p = 0". (53) 

M i s t  dabei die Masse des 0szillators, in unserem Falle des Grund- 
parallelepipeds, Jg die Energie der Eigenschwingung f g h j ;  ihr zur 
Eigenfunktion ~l,q(fghj)(afghi) gehtiriger Wert betragg bekanntllch 

= [q (fg hi) + h  rg J. (54) 

Analog haben wit start bfghj (t) eine EigenIunktion 

(brgh ) 

mi~ dem zugeh~irigen Eigenwert 

E r ( f g h j  ) ----- [r'(f g hi) @ ~] h vfg v. (54a) 

q(fghj)  und r( fghj )  bezeichnen die Quantenzahlen der beiden 
(lurch f, g, h, j charakterlsierten Oszillatoren (Eigenschwlngungen). 

Solange die Wechselwirkung zwischen dem Elektron and den 
Gittereigensehwingungen noeh nlcht bertieksiehtig~ wird, gehiJrt zum 
Zustand k l m des ersteren nach w 1 die Eaergie Ektm, zu den letzteren 
die Energien (54). Die Eigenfunktionen und Eigenwerte des Gesamt- 

* E SchrSdinger,  Ann. d. Phys. (4) 79, 514, 1926. 
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systems, bestehend aus Elektron and Gi~ter zusammengenommen, sind 

gegeben durch 

~)klm, q (fghj), r (fghj) i 
2 ~its 

L ~-- Wkl,,~ H ~)q(fghj) ~2r(fghj)" ~ ~ 'klm, q (fgh3) , r(fghj) 

und fghj [ (55) 

J Eklm, q(fghj), r(fghj) = Eklm -~- ~ "~q(fgh9 @ "~r(fgh.]) 
fg hj 

Sollen iedoch die beiden Systeme gekoppelt  seth, so hat hierzu eine 
Wechselwirkungsenergie W zu treten, fiber die wir  tolgende Annahmen 
macben: Infolge der elastlsehen Versehlebung (51) soil der Wef t  des 
elektrostatischen Potentials, in dem sich das Elektron zu bewegen hat, 

an der Ste]]e r ebenso grog seln, wle er ohne die Yerschlebung an tier 
Stelle 1" - -  u ware, d. h. es soll ~iir das neue Potential  V* (r) gelten 

v *  (r) = v ( r  - -  ~t) = v ( r )  - -  w ( r ) .  

Da t~[ klein ist gegen die Gitterkonstante,  d .h .  gegen die Ent-  
fernungen, innerhalb deren sich V merklieh ~ndert, kann man setzen 

W(r) = (grad V, tt), 
d. h. nach (51) 

W ( x  y z, Cefghj , bfghj ) I 

I : ~-a "~[afghje~ ' gy hz) 
' L + ~ ( 5 6 )  fgh~--~o j = l  ] 

(" 7)] @ bfghj sin 2 ~ - ~  ~- -~- @ (grad V, llfghj ). 

Wie in w 4 maehen wit  nun wieder zur LSsung der durch die 
Zusatzenergie (56) gestiirten Schriidingergleichung des Gesamtsystems 

den Ansatz der Variation der Konstanten:  

~2 : ~__~ C(t)klm, q(fg~j), r(fghj)"~)klm, q(fghj), r(fghj) 
klm, q(fghj), r(fghj) 

and erhalten daraus in bekannter  Weise t 

2 ~ i  
~(t)k~,,, q, ~ = - -  h ~ Igk~m, q, ~; k'~'~', q', ~'-ck, z,~,, q,, r' (57) 

kilt ml qt r' 

wo Wkz~, q, r~ k'~'~', q', ~' das zur Sttirungsenergie W gehSrige Matrix- 

element 

Wklm, q, r. k,l,m, q, r, : ~ W~)klm, q, r~)ktl,m,, q, r, dV (58) 

bed eutet. 

]" Vgl. P. A. 3[. D i r a e ,  1. e. 
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Die In tegra t ion  ist  im x-, y-, z-Raum fiber unser ganzes Grund- 

paral lelepiped und hinsichtl ich der Norma]koordinaten afghj und bfghj 
von - -  cr bis -~ cr zu erstrecken. Setzt  man (56) in (58) ein, so er- 

hiilt man nur dann etwas yon l~u]l Verschiedenes, wenn hiichstens fOr 

e in  Zahlenquadrupel f g hi, sagen wir  f* g* h'j* entweder 

q' (f* g* h'j*) ~-  q (f* g* h'j*) + 1 
o d e r  

r' (f* g* h'j*) = r (f* g* h* ~*) +___ 1. 

Man stiJl]t n~tmlich bei der  In tegra t ion  (58) auf die wohlbekannten 

Matrixelemente der Oszil latorkoordinate,  und zwar wird im ersten Fal le  

W k l m ,  q (f*q*h*j*) ; k~Itm', q (f*g*h*j*) • 1 I 

] I e T, ~k~--~k,Z,~,• t . j~ t~ ,  k'z'~',j* (59) 

h ,~ ,~{~q( f*g*h*j*)+l  I ( m 

, 8  ~ M y  (f* g* h'j*)] Vq (f* g* h'j*) " 

Von tier In tegra t ion  im x-, y-, z-Raum b]eibt bei Benutzung yon (6 a) 

J~tm: k'l'm', j* 

_ _  1 K 
- -  -~ (Grad Vuf.g.h.j.) e "2~i'~I* + k 

e T M  K ~-Y L + z  - -  - U k l m Z t k ' l ' m ' d X d y d z "  

Dies glbt  

4 ~ ,  k'l'.~',j* ~ ~y(GradVuf*g*h*j*)ukl.~u~,~,~-dxdydz, (60) 

w e n n  entweder 

k' ---~ k -~ f*, ~.' ~ 1 -~- g*, m' ~ m -~ h* (60 a) 
oder 

k' ~ k -  f*, l' = l -  g*, m' ~-- m -  h*. (60b) 

Entspreehend erh~lt man natiirl ich im zweiten Fal le  s tar t  Jkt~n, ~:'t'm' ; i* 

~ i J k l m ,  k t l ' m ' , j * ,  
je nachdem, ob 

k' ---- k ~- f*, l ' ---- l ~- g*, m' =--= m -~ h* 
odcr 

k' 1' ' h*. k - - f * ,  = l - - g * ,  m ~ m - -  

In allen anderen Fal len  erhal t  man J~lm, k'~'m', j* ~ 0 info]ge des 

auftretenden Exponent ia l faktors  und dank dem Umstande, dal] sowohl 

(grad V, ~r*g*a*j*) wie Uk~mUk, l,m' Funkt ionen yon x y z  sind, die die 

Perioden bzw. a, b, c haben. Man sieht also, daI], damlt eln Ubergangs-  

prozel} des Elekt rons  vom Zustand k lm nach k'l 'm' stattf indet,  die 
Zei~schrift for Physik. Bd. 52. 39 
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[nterferenzbedingung (60a, b) zwischen urspriinglicher und entstehender 

Elektroaeawelle uad der dabei mitspielenden elastischen Welle bestehen 

muff*. Aus (57) wird somit 

�9 2 " 
�9 - -  ~ 

dktm, q(fgh.?), r(fghj) - - -  --]-~ E Jklm, k'l'm', j~ 

k' l' m', q (]'l gl ht j!.), r (f2 g2 h2 J2) 
1 2~:it / h \ / 2  ~ - - ( E k ~ , ~ - - E k ,  l,~,) 

�9 2 . " e  

[~q (f, g, h, j , )  @ 1. e -~ , ( f i g ,  a, j i ) t ,  c~,l,,~,, q(f,g,a,6,) + ,  

§ ~q (i'1 gl h l j l ) "  e -  2 <i , ( f ,g ,  h t j t ) t .  Ck , l' m', q (ftgl hi jl) -- 1 

-4- i ~ r  ( f l  g 1 hi jl) + 1. e ~ i v ( f t g t  hzJ~ ) t . Ck, l,m, ' r(Sg~ h~j~) § l 

2 ~ i  E J k ~ ,  k'rm', i2 (61) 

hk' i Im', q (f2 g2 ha J2), r (f 2 g2 h2j2) 

I n \~,2 ~(E~tm--Ek,  r,,,) 
�9 ,,:, . . e  

t 8  ~ M v ( f ,  .q, h~ 32)) 

[ ~ q  (f~ g i  h~ j : )  ~- 1 .  e ~ ~ t ,  0"2 g2 ~ j ~ ) t .  c~, t' ~', q (f~ g~ h~2) + ~ 

+ ~q  (f~ gi h~j~) ,  e -  ~ i , , ( f ~ g ~ 2 j ~ ) t .  Ck, r~ ,  ' q (f~g~eJ~) _ 1 

- -  i [ r (f~ gu haju) + 1 .  eU=i~(f~g~h2Je ) t . %, ~, ~,, r{f2g2h2j2) + 1 

- -  i V~" (f2 g2 h2 J~)" e -  2 ~ iv  (f2 g2 h2j2) t .  Ckt l, rot, r (f2 g2 h2 J2) -- 1 ] ,  

wobei 
k ' : k + f ~ ,  l ' : l - t - g ~ ,  m ' : m ~ - h t ,  

k' ~ b - - f ~ ,  ~' ~-- 1 - - g ~ ,  m'  ~ -  m - - h ~ .  

Wahrend wir in w 4 die Veranderung der Grii~en C k ~  einfach da~ 

durch untersuchten, dal] wir nach ihren Ablel tungen zu elner bestlmmten 

Zei~ t ~ 0 fragten, en~spr:icht dieses Vorgehen bier nicht der physika- 

lischen Sach]age. Wahrend dort ni~mlich als Stiirungsenergie die Arbeit  

betrachtet werden muflte, die das Feld beim DarcMaufen unseres Grund-  

* Ein vS!lig entsprechendes Resultat hKtte man auch nach der Theorie yon 
Houston ,  1. c., ge[undea, wenn man dort start der Debyesehen die Wallersche 
Formel fiir die W~rmestreustrahlung verwendet h~tte. - -  {Jbrigens hat J. F r e n k e l ,  
ZS. f. Phys. 49, 885, 1928, eine Intefferenzbedingung naeh der Bri l louinsehen 
Theorie hergeleitet und wie wir fiir den Widerstaud bei tiefeu Temperaturen 
Proportionalit~tt mit T a gefundem Yon der /~ullpunktsbewegung der Atome und 
der strengen Verwendung des Pauliprinzips bei den ~)bergangsprozessen, die bei 
uns ftir das T~-Gesetz wesentlieh sind, wird indes~en dort abgesehen. 
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parallelepipedes an einem Elektron leistet, mad diese bei hinreichend 

grol]er Wahl  des Gitters belieblg grol] werden konnte, ist hier, w o e s  

sich nur um kleine periodlsche S~Srungen des Gitters handelt, die 

St~irungsenergie als klein gegen die Energiedifferenzen der ungestSrte~ 

Bewegusg au[zu[assen. Aus demselben Grunde brauchen wit  auch nlcht 

yon elnem Wellenpake~ auszugehen, sondern k~innen direkt die Uber- 

gangsprozesse aus einem scharf definierten Ausgangszustan'd untersuehen. 

Infolgedessen verwenden wi t  die von D i r a c* eingeftihrte Methode zur 

Behandlung kleiner StSrungen.  
Wi t  berechnen zuna.chst ans (57) die ckz,~ in erster Naherung, indem 

wit  reehts einiach ihre Werte zur Zeit t = 0 als Konstante elnsetzen. 

Dabei wollen wir annehmen, wir wii~ten mit Sieherheit, dal3 sieh ftir 

t ---~ 0 das Elektron im Zustand k' Z' m', das Gi~er  im Zustand q ' ( f g h j ) ,  

r' ( f g  h i )  befindet, d. h. wit  setzen 

Ck~l 'm' :  q ' ( f g h j ) ,  r ~ ( f g h j )  ~ 1~ 

alle iibrigen gleich Null. 

Dann wird aus (61) mit der Interferenzbedingung (60a) 

6 ( t ) k ,  _ f i ,  I' - - g l ,  m '  - -  h i ,  q '  ( f ig l  hlJl)  • 1 

[_ 4~ 
2 ~ i  

6 ~ -  [Ek  l m  - -  J~k' l' m '  - -  h v ( f l g t  h l J t )  ] t _ _  1 

. ~ . . . .  ~=, ] / q ' ( f l g l h l j a )  -~ 1 

t 2~i 
e- ~- [ ~ t m -  ~,~,m, + h , , ( & ~ ) ]  t [ 
- . . . . . . . ,  , - - - = - . -  V ~ ' ( / ; ~ , h ,  j p  

und die Wahrseheinlichkei~, zur Zei~ t das Gesamisystem im Zus~and 

k l m, q ( f  g h i )  anzutreffen, betri~gt 

h ] 
Ickz~,~zgh~)l ~ - -  2iJ~-~,k,~,~,,5~t~S.~U~(f~g~t~,&) | 

2 ~ t  / 1 - -  cos - - -~  [E~ m - -  Ek, z'm' + h v (fl g~ hi J~)] 

[~,'~z,~ - -  Ek,~,,~, + h v (5 g, h~L)]~ (62) 

1 - -  COS--if- [Ekl m - -  Ek, l, m, q h V (fl gl hi Jl)] 

[ E ~ l , , ~ E k ,  e m , _ _ h ? ] ( f l g l h ,  j~)] '2  q ( f lg lh~J l )"  

(q (f, g, ~tlj ,) + 1) 

* P. A, M. Dirac ,  1. c. 

39* 
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Vollkomanm Entsprechendes gilt, wean sich start der Quantenzahl g die 
Quantenzah] r findert und wenn start der Interferenzbedingung (60a) die 
Bedingung (60b) erfiitlt ist. Aus den reehtsstehenden Ausdriieken erh~lt 
man nach Di r  a c die Ubergangswahrscheinlichkeit yore ,,gestrichenen" 
nach dem ,,unges~richenen" Zustand, indem man fiber eln schmales 
Energieinterva]l integriert und nach der Zeit differenziert. 

Vor allem werden also diejenigen Ck~mq anwaehsen, bei denen einer 
der beiden Nenner in (62) sehr klein wird, d.h. bei denen'mit  groi~er 
Aan~.herung 

Ekz~ - -  E~,~,m, ----- +__ h v (f, g~ h~j~) (62a) 
gilt. 

Die wesentlichen Streuprozesse sind also nicht etwa ,,elastisehe 
Stii~e" der Elektronen, sondern Stiilie, die yon einem zwar geringen, 
aber ganz bestimmten Energieaustausch mit dem Gitter begleitet sind. 

Es erscheint zunachst nicht miigtieh, u_user Modell ohae groi~e reeh- 
nerische Schwierigkeiten in der bisherigen Allgemeinheit welter zu be- 
hande]n. Da wit aber nur zeigen wollen, dal3 die elektrische Leit- 
fahigkeit naeh Gri~l]enordnung und qua]itativer Temperaturabhi~ngigkeit 
unseren Vorste]lungen entsprieht, machen wir die folgenden verein- 
faehenden Annahmen : 

Wit wahlen unser Kristallstiiek so, dall G~ ~ G~ ~ Gs ~--- G 
(63a) 

and es s e i a  ~ b  ~ c ! 

Das Elektronengas sei vollstandig entartet, d. h. naeh w 3: T ~ T 0. (63b) 

F~r die Energie gelte Z ~ , ~  = co [ ~ - )  + - -  - -  �9 (63r 

2 ~ k  
Der Impuls in der x-Rich~ung sei ~ . ~  (63d) 

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der l:ngifudinalen und der 
(63e)  

t r a n s v e r s a l e n  W e l l e n  s e i  q)l : ~ : q)3 : v. / 

(63e) entspricht der in w 3 fiir das entartete Gas gemaehten Annahme, 
wenn eo ~ 2 ~ c gesetzt wird. (63e) ist ftir normale Kristalle nahezu 
ediillt. 

Zun~chst betrachten wir die in (62) auftxetende Grille tJz,~,,:, k,z,,~,, j,," E2. 

o v  
Nach (60) ist mit der Abktirzung (grad V, ltf.g*h*j.) ~ C)S 

i c) V tT~7~, d x d y d ~" 2J'klm'k't 'm"J ~ 0 8  UklmUk' 
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Da der lntegrand ~m [ntegrationsgebiet periodisch ist, folgt (hitch 

partielle Integration 

i ~ 
Set~zt man in (1) den Ausdruck (6a) ftir die ,~, , ,  ein, so folgt, 

k 1 m 
wenn wir den Vektor mi~ den Komponenten K '  L ' M : ~ nennen, ffir 

die u~t~ die Differentialgleichung 

z/uk ~,~ + 2 rt i (L grad ukz,~) 

tt 

zl ua'~'m' - -  2 ~ i (f', grad u~,vm--~) 

+ # (E~, v,~' 
4 

\ 

_ _ _ _  ~2 V)Uktm = 0 

\ 

(~ ~ 'k '  l ~ m '  Multipliziert man die obere Gleichung mit 0 ~ '  die untere mit 

~) ~klm a ~  und addiert sie, so folgt dutch partielle integration 

f ' 0 _ _  
ff V ~ ( u k z ~ u k ' V m ' ) d x d y d z  

----2~ri(~--~"Igrad%~'~Ouk'v'~---~'dxdydz)os 

[ 4z~ ] i c)uk'v~n~'dxdydz" A V ~t E k l m - - E k ,  l , m , - -  ~t (~  - - ~ ' ~ )  " 'Uklm ~ ) ~  

Dies verschwindet fiir 
k = k', I, = l', m = m'. 

Da im Iolgeadea nur solche Ubergange betraehte~ werden, bei 

denen sieh die Energie der Elektronen wenig ~ndert [und zufolge der 
Annahme (63e)], ist tier zweite Summand auf der reehten Seite neben 

dem ersten zu vernachlassigen. Um etwas fiber den ersten zu erfahren, 

wollen wir v o n d e r  Funk~ion Uk~ annehmen, da~ sie, ~anlieh wie in 
w 2, in einem Elementarparalleleplped die Form 

hat, w o  r die Eigenftmktion des isolierten Atoms sein milge, die kugel- 
symme~riseh gedacht ist. Dann folfft mlt der Bezeichnung 

\ d y /  

g 
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~iir longitudinale, 
Jk lm,  k'l 'm', o, 3 ~ 0 

fiir transversale Wellen. 

Es haadelt sich nun darum, die Zahl der in~olge tier Wechselwirkung 
mit dem Gitter pro Zeiteinheit aus dem Zustand kZm austretenden Elek- 

tronen zu berechnen. Damit statistisches Gleichgewicht herrscht, werden 
wir fordern mfissen, dal] sie gleich grol] ist, wie die der dank der Be- 
schleunigung durch das Feld eintretenden Elektronen. 

Als Vorbereitung hierzu wollen wir zun~chst zeigen, da~, wenn kein 

Feld vorlieg~, statlstlsches Glelchgewlcht herrscht~ wenn die Elektronen 
nac:h der Fermischen Funktion 

1 
(65) 

- - e  k T  -~ -1  
A 

verteilt sind and ffir die 0sziilatoren als nicht entartete Systeme die 
Zu,~tandswahrscheinllchkeit durch die ldassische Funktion 

Eq (f  g h j) 
g(tlt .ghj ) ~ conste kT (66) 

~'egeben ist. Da die Elektronen nur dann yon k l m  nach k ' l ' m '  iiber- 
zehen kSnnen, wenn der letztere Zustand noch unbesetzt ist und (tie 

Wahrscheinlichkeit hierffir 1 - - f ( k ' l ' m ' )  betragt, ist die Zahl der pro 
Zeiteinheit stattfindenden Prozesse, bei denen ein Elektron vom Zustand 
mit der Energie E nach einem mit der Energie E' ,  und entsprechend ein 
Oszillator yon einem Zustand mit Energie E '  nach einem mit der Energie E 

iiber~eht, proportional 

E' 

c k T. fo (E) [1 - -  [o (E')] .  BE,,  (67) 

we,m B~, die fJbergangswahrscheinlichkeit far einen solchen Prozel] an- 
gibt. Analog ist die Zahl der inversen proportional 

E 
E '  

c '~ '~ .  fo (E')  [1 - -  f o  (E)]. S ~ .  (68) 

Statistisches (r fordert die Gleichhelt ~,'on (67) und (68), d.h. 

/.E~ 1 - -  fo (E) E' E' 1 - -  to (E')  B~,  = e B E  . ~, k 7' 
to (E') fo (E) 
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E 

Da im Grenzfall T---~ ~ f ( E )  in das klassische e kT iibergehen mu~, 
folgt BE E, ~ B~' and mithin 

Er 

kT 1 - - / o ( E ' )  kTE 1 - - f o ( E )  1 
e f o ( E ' )  - -  e fo (~) = A (T---~' ( 6 ~ )  

wo A (T) nur noch yon der Temperatur allein abhang't. Hieraus folgt 
fiir fo (E) unmittelbar die Formel (65), die s~ch somit alv nicht nur hin- 
reichend, sondern auch notwendig ergibt fiir das statistische Gleichgewicht 
zwisehen einem der Fe rmischen  und einem der klassischen Statistik ge- 

niigenden System. Wie bei L o r e n t z  und S o m m e r [ e l d ,  nehmen wir 

nun an, dal] die sich unter dem Ein~lu~ des Feldes elnstellende station~re 

Verteilung nur wenig yon der durch (65) gegebenen Verteilung fo ver- 
schieden ist. Man wird also fiir f ( ~  ~) eine Reihenentwickhng an- 
setzen, und zwar wahlen wir sie in der Form 

f ( ~ r  ~-- h ( ~ )  + ~Z(q), (70) 

indem wir schon naeh dem ersten G]iede abbrechen. 

Z ist eine kleine Funktion yon • ~ ~/~2 @ 72 + ~2 allein, deren 
Form wit eben durch die Stationarltatsbedingung ermitteln wollen. 

Wir fragen nun nach der Zahl der pro Zeiteinheit aus dem Zu- 

stand k lm austretenden E]ektronen, wenn ihre Verteilungsfunktlon 
dutch (70) gegeben ist. Dabei besehranken wir uns auf die durch (62) 
gegebenen Wechselwlrkungsprozesse mit den a-0szi l latoren,  da die 
Rechnung fiir die b-0szillatoren genau dieselbe blelbt. 

Dklmq(f*g*h*i*) J "  Ubergangswahrscheinlichkelt fiir einen S e l  n u n  - ~ k  l' m~ q' (f* g* h* j  *) u l e  

Elektronenfiberg'ang k Tm--~ k'l'm', bei dem gleichzeitig einer der durch 
die Zahlen 

f *  = +_ (~ - -  k'), g* _~ +_ q - -  r), h ,  = +_ ( ~ , _  ,,n') (71) 
bezeichneten 0szillatoren yon q (f* g* h*j*) nach q' ( f ' g*  h' j*) iibergeht. 

Dann ist offenbar die Zahl der pro Zeiteinheit aus k l m  insgesamt aus- 
tretenden Elektrone~ gegeben durch 

~ . k l m q  
.uk, ~, ~,q, g (q). f (k 1 m) [1 - -  f (k' l' m')], 

k t l t m r q  ~ q 

die der eintretenden dureh 

. ktl~m~qr 
~ B k ~ q  g ( q ' ) . f ( k ' V m ' ) [ 1 - - f ( k l m ) ]  

k t 1 p m p q~ q 

]ok l m  q kr lr mJ q r und ihre Diiferenz, unter Verwendung yon ~'k,l,~n'q, ---- Bkzmq 
r$ a ~ ~ o k l m q  

~--- ~k'l '~ 'q '  {g (q) f (k  l m) [1 - -  f (k '  l' m')] 
k~ lt m~ q ~ q 

- - g ( q ' ) f ( k ' ~ ' m ' ) [ 1 - - f ( k l n O ]  }. (72) 
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Nach (66) und (54) ist 
(qf g h j  + 1]2) hVf  g h j  

g ( q f g h j )  ~ c o n s t  e-- k T  

Da 

g (q) = 1 

sein mul3, folgt 
q f g h j ' h r f g h j  [ h V f g h j  

g ( q f g h j )  - - -  # I~T- ~1 - -  e -~T ]. (73) 
"" �9 �9 �9 k l m q  

Die Uberg'angswahrschelnhchkeltea Bk, v m, q, sind gegebea durch (62). Wir  
benutzen folgende Abkiirzungen 

2 ~ k 2 g l  2 ~ m  

2 ~ k '  2 g l '  2 ~ m '  - - ~ ' ,  ~ - - ~ ' ,  ~ - - ~ ' ,  

2 ~ (k - -  k') 2 ~ (1 - -  r)  2 ~ (m - m') 
b) G - -  X, C,- - -  Y' G - - Z ,  

c) V~'+ ~ + ~  = o, V~"+~'~+~ '~ = , ' ,  C x % Y ' + z ,  = R, 

, (  ' 2 , ~ t X )  = s t  (x) ' d) ~ 1 cos 

nach (71): 

e) q (f* g* h ' j * )  : q [-~- (k - -  k'), q- (l - -  l'), ___ (m - -  m'), j*] 

= q (x, y, z, j*) 

v ( f ' g *  h ' j* )  : v (X, Y, Z, j*) 

Dann wird aus (72) unter Beriicksichtigung yon (62) 

n a =  ~ t 8 ~  ~. d ~ ' d  d ~ ' ' ~ 2 l J k l m ,  k,Z,~n',j* 8 ~ M v  ( X Y Z j )  

~] g [q (x  g z j ) ]  
q ( X Y Z j )  ~--. 0 

�9 { f  (~ y ~) [1 - -  f (~' ~7' ~')] [q (X Y Z j) ~ [E - -  E' 4- h v (X Y Z j)] 

+ [ q ( x y z j )  + 1]. t t [ ~ : - -  E ' - -  h v ( X Y z j ) ] ]  

- -  f ($' V' ~') [l - -  f (~ n ~)] [q (X Y Z j )  gt [E --  .E' --  h v (X YZj)] 

§ [q (x  

(74) 
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Wir  ftihren an Stelle der Variabeln ~ '~ '~ '  die durch (74b) definierten 

X Y Z  ein,' und verwende~ im X Y Z - R a u m  Polarkoordinaten /~, ~, q0, 

~',7'.t,' 

t ~ 

Fig. 1. 

indem wir aber stut~ der GrS~e B yon (74c) die ihr nach (52a) pro- 

por~ionale 
(x  Y z  j*) ---- - -  2~ra 

einfiihren (Fig. 1). Die Ebene ~o = 0 ver]aufe paralle] der ~-Achse. 

f (~ '  ~' ~') h~ngt dann bei festem ~, ~7, ~ nur yon v, &, r ab. Wir  sc.hreibe~t 

daher f(~'~/ '~')  = f(v&op). Bedenken wir, dal~ nach (64~) 

C ~ ~ C ~ 
I 3,~,,,, ~,,,~,,, [ ~ : - -  ~ = ~,~(xYz, ~), 

4 #~ a ~ ff~ v ~ 
so erhal~en wir 

n a - - 8 : ~  g,~v ~ 8 ~ r ' \ ~ /  

�9 ~ g [ ~ ( v a ~ ) ]  
q ( v ~ p )  ~ 0 

+ [q (v ~ ~) + 1] tt (E - -  ~'  - -  h ~)] 
- -  f ( u  ~ ~ )  [1 - -  f (~ ~ ~)] [q (v # cp) t~ (E  - -  E '  - -  It u) 

+ [q(vo~) + 11 t ~ ( E - -  E' + z,~)]} �9 
Nun ist  nach (63  c) E = ~ ~2, mithin (vgl.  Fig.  1) 

E - - E '  = co ( / ~  - -  2 q R cos ~) .  

Fiihren wir  an Stel le  yon  @: 

{4-~a  ~v~ 2 2 ~ a  ) _ - - u  cos@ =-h 

ein, so ist  

v s i n #  d ~  - -  v d y  
4~r p afo 
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und wir erhalten in (75) bei der Integration fiber & Ausdriicke der Form 

1 - -  cos ~ y 
--~ dy. (y) d y y~ 

Ist  t hinreichend grofl, so duff mit der Bezeichnung x -  - -  
2 ~ t  

y das 

Integral h 
2~rt f ~ ( y )  d y =  I 1 - c ~  ~ 

yon - - c r  bis ~ ~r genommen werden und liefert einen wesentlichen 
Beitrag nur in der Umgebung der Stelle 

y ~ O, d.h.  E - - E '  = ~ - h v .  

Man erhalt mithin 

Also wird aus (75 )  

f 2 z : t  t t  (.V) d y  ---- - - h -  

(~ ~)~ 5 c'_ ~ v~ d v d ~ ~ g [q (v a ~)] 
M 8Qaeov4t~ ~ q(v3"q~) = 0 

{f(~ ~ ~) [1 - -  f ( v  @ cp)E, = E+h,] q (v a cp) 

+ f ( ~  ~)[1 - - f ( v a @ ~ , = ~ - h d  [q(va ~) + 1] 
- -  f (v  # r = E -  h ,, [ 1 - -  f (~ V ~)] q (v  a (p) 

- -  f (v  a q~)w = ~ -~ h,  [1 - -  f ($ ~ ~)] [q (v  ~ cp) -~ 1]/ 

Setzen wir bier fiir f u n d  g die Ausdriicke (70) und (73) ein, so wird 

h a - -  M 8 0 a e o v ~  ~ v ~ d v d ~ p . ~ q ( v ) . e  - ~  1 - - e  ~-~ 
q ( r )  = 1 

{[fo (E)  -~ $ Z (E)] [1 - -  fo (E  + h v) - -  ~' Z (E + h v)] 
h v  

~- [to(E) -~ SZ (L')] [1 - -  fo (E - -  h v) - -  $' z (E - -  hv)] e kr 

- -  [fo ( E  - -  h v )  ~- ~'Z ( E  - -  It v)] [1 - -  fo ( E )  . -  SZ ( E ) ]  
h ~  

- -  [fo(/~ 4- hv) + ~'%(E + hv)] [1 - -  f o ( E ) -  $ Z (E)].e~-~-]. 

Die z-frelen Glieder verschwinden, z. B. wlrd 

h. '  

fo (E)  [l - -  fo (E ~ hv)] - -  ekT.fo(E-~- hv) [1 - -  fo(E)]  ~ 0 

oder E + h:~ 
h___~ 1 - -  fo (E)  1 - -  to (E  + h v) e k T 

(,h T _ _  - -  

to (E)  fo (E  + h v) A 
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nach (69). Ferner ist 

qh, , (  _h_5~ ) 1 
~_ jq (v ) . e  kT 1 - - e  kT =--~1, 

q (~) = 1 e k---~ - -  1 

Vernachl~ssigt man die in X quadratischen Glieder, so bleibt schliel]lich 
unter nochmaliger Benutzung der Formel (69) und, wena ~nan bedenkt, 
da~ dutch Weehselwirkung mit den b-Oszi]latoren derselbe Ausdruck 
noehmals auftritt, d. h. ein Faktor 2 dazu komm~ 

(aCT) 3 2 ~ C  2 f ( v ~ d v d o P [ ~ . , ~ , , f o ( E + h v ) ' J ~ T + f o ( E - h v ) ~  - / .] .] e ~ T -  1 t (76) 

, - ~ ,  &() , f o ( ) .  

Nun soll bei Anwesenheit eines Feldes statistisches Gleiehgewicht 
herrsehen, d. h. naeh (50) und (74e) hat zu gelten 

2=e.Fa dfo 27 ieFa  Ofo 

Wie in der Theorie der spezifischen Wiirme fester Kiirper brechen wit das 
elastische Spektrum bei einer Grenz~requcnz vg ab. die gegeben ist dutch 

h v.o ~ 1, wo O die charakteristische Temperatur des Kiirpers bedeutet 
kO 

h v  
Ftihren wit in (76) x ~--- k-~ als neue ]ntegrationsvariable ein, so wird 

O f T  2 

f .f x2dxde2 x -  1 ' z ( ' E )  f~176 
= o r = o ' ( 7 7 )  

--~'[Z(E+ ~Tx) 
2 = e F a O f o  

h 0 0 p 

fo (E) 
fo(E+kTx) + ~ (E-- fo (~;-  kT x)] } 

Da die Punkte ~ '~/~ '  [vg]. den Punkt P (~ '~ '~ ' )  yon Fig. 1] im 
wesentlichen auf einer Kugel um 0 mit dem Radius {} !iegen, gilt 

'20 n /r / - -  - -  , 
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_ _  X fi . v 2 \ hv / 

Setzt man dies in (77) ein, so verschwindet bei der Integration fiber (p 

das Glied mit cos r und es bleibt nach beidseitiger Division durch 2 ~ 
0 

OIT 
G' 2•C e ( a k O ~ a ~ T ~ j ' {  f o ( I ~ + k T x ) e ~ + f o ( E - - k T x )  

0 

- - Z ( E + k T x )  f~  f~ ] x2d'r 
f o ( ~  k T x )  g ( E - - k T x ) f o ( E - -  kTx)J ex-~ 1 

o l T  

+ 20~ M 8 a ~ v ~ \ - - h - ~ v ]  g (E + k T x ) f  ~ (E-~. k T x )  
0 

f~ } x~dx 
+ % ( E - - k T X ) f o ( E - - k T x  ) e x -  1 

- -  e F a O f~ - -  e F  a c) f~ 2 ~ O. (78) 
h 0 O h OE 

, \  
Fig. 2. 

I s t  das Elektronengas vollkommen entartet, so hat man in ({;5) zu 

se~zen ~ ~  2 

A ~ e k T  

wobei, wie in w 2 
3 

und ro 0g diejenige Energie ist, in deren Umgebung (vgl. das Interval l  

1 - - 2  yon Fig. 2) sieh der Abfall yon f0 (E) vollzieht. Fiihren wir an 
St;elie von E die dimensionslose GrSl~e 

ein, so wird also 

und 
oh 
0 E  

E - -  co 0o ~ (79) 

1 
fo ( E )  ~ fo (~) - -  (79a) 

e ~ + l  

1 dfo 1 1 
(79b) 

k T  d~ k T  (e ~ + 1) (e - ~  + 1) 
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wird nur in der Umgebung der Stelle e ~ 0 merkfieh yon Null ver- 
sehieden sein. Dann daft  man die in (78) auftretende GrSge ,o dureh 

Oo ersetzen. An Stelle der gesuehten Funktion Z ( E ) =  g(e) fiihren 
wir nun eine neue ein: 

c. (~) = I~ I '  (e ~ _L 1) (e - ~  + 1) Z (~) = z (~ ' )  (~o)  

0 E  
Verwenden wir ~erner noch die Abkiirzungen 

P - -  1,. g~ 2~c -~  \ a / ~ O / ;  Q = ~ \ / - - ; U . / '  (st) 

so wird aus (78) unter Benutzung yon (79a, b) 

O/T 
.[~ e ~ §  1 ~ ,~  

0 

Da das Elektron nicht mehr Energie abgeben kann, als ihr ur- 
sprtinglicher Wer t  E betragt, darf strenggenommen im ]etzten Term die 
Integrat ion uur bis zur Stelle k T x  ~ E erstreekt werden. Da uns 
aber, wie wir unten zeigen werden, der Wer t  der Funktion c (e) ohnedies 
nut in tier NKhe der kritisehen Stelle interessiert, d .h.  wo $: ~ eo 0~ 

O 
und da k O < co 0o ~, bleibt die Integrationsgrenze ~.  zu Recht bestehen. 

Wir  wollen nun den Temperaturverlauf der Leitf~higkeit fiir die 
beiden folgenden FKlle getrennt  betrachten: 

1. T >~ O. I t ier  werden wir  ftir Z (E)  dasselbe Resultat erwarten, 
da.s L o r e n t z  (1. c.) nach der k]asslsehen Statist ik gefunden hat, n~mlich 

Ofo  
z (E) = - -  c 0-N' 

wobei nach (79b) und (80) 

c (~) ~--- c = const. 

Der wesentliche Unterschied in unserer Rechnung gegentiber der 
ldassisehen llegt namlich in dem dem Pauliverbot  Geniige leistenden 
Stollzahlansatz. Dies ~ul~ert sieh in (72) in dem in der K]ammer auf- 

tretenden Ausdruck, wo man nach der klassiset~en Rechnung einfaeh 

g (q) [ f ( k  I m) - -  f ( k '  r m')] 
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erhal ten wiirde. Nun sind aber fiir T ~ O si~mtliche Eigensehwingungen 

s tark  angeregt, d. h. ihre Quantenzahlen q ~  1, so dal] man q' ~ -  q - I -1  

durch q ersetzen daft. Setzt  man aber in (72) 

.q (q) = g (q'), 

so erhiilt  man eben wieder das klassische Resul ta t  * 

Tatsiichlich befr iedigt  der Ansatz  

c (~) ~ c 
O 

die Gleichung (82). Da ~- ~ 1 und mithin x ~ 1 daft  man n~nl ich  

setzen 
elT 

/T \2  ( , e~-p 1 . e-~ l L . ~ x i d x  
4 # ~ ) J < - -  ~ c ~ - z ) +  - - x ) t j ~ i  te ~ + e - ~  ~ emS~-+-e - ~ c c ~  

6 

OlT 

Also nach (80) 

~ 2 c Q  x ~ d x ~  2- Q ~ P . 

Ofo 2p@ Ofo 2_p o Ofo 
~ ( E )  ~ - - - c o .  E - -  Q T O E - -  2 e o o Q T  Op 

Erse tz t  man nicht  schon in (78) 0 durch (io, wie dies hier  zur u  

fachung yon (82) geschehen ist, so ha t  man in den Ausdri icken (8 I )  fiir 

P und Q start  0o: ~) zu schreiben (was irei l ich ftir die Berechmmg der 

]Jeitf~hlgkeit ohne Belang' ist) und erhiilt  

4 F c 3 l a 2  p~eov~ 2 ( hv ~5 0fo 0 
z (e)  - -  �9 ( s3 )  

Da nach (63 d) der Impuls  in der x-Richtung beim Zustand ~ ~ ~ : ~ 

betriigt, is t  der Strom pro cm ~, der bei der s ta t ionaren V e r t e i h n g  (70) 

besteht, gegeben durch 

j _ ~ ~2 z ((~) ~ ~ d n d ~. (84)  
m V 

Der yon to (~ ~ ~) herriihrende Strom verschwindet  und der Fak to r  2 i n  

(84) r t ihr t  davon her, da~ wegen des Spins das statist isehe Gewicht  jedes 

* L. W. Nordhe im,  Proc. Roy. Soc. 119, 689, 1928, hat auf die Reeht- 
fertigung der dea klassischen Ausdruck zugraade legenden Reehnungea von Som- 
merfe ld  und Hous ton  hingewiesen, sofern die EIektronen elastisch am Gitter 
reflektiert werden. Dana h~itte maa tatsiiehlich immer g (q) -~- g (q') ,zu setzen. 
Bei uns ist dies jedoch nicht r und dieser Ual~ersehied ist, wie wir ira 
folgenden zeigen werden, fiir tiefe Temperaturen wesentlich. 
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Zustands verdoppel~ werden mu~. V ist das Volumen unseres Kristall- 

s~iickes. Die weitere Rechnung unter Benutzung der Ausdriieke (8~) 
und (65) sowie des in w 3 beim entarteten Ga~s gefundenen Wertes 

lg A = ~ T  (6 z ~ ~)2i~ 

verlauft genau wie bei S o m m e r f e l d ,  I. c. 
Wir  erhalten sehliel311ch fiir die Leitfahlgkeit 

J 4(6~2u) "~ e~d~e~va2# 2 ( hv "~ O (85) 

.M 
d = ~ ist die Dieh~e unseres Stories. 

Zunaehst wollen wit die GrSl~enordnung des in (85) erhaltenel~ 
Ausdruckes abschgtzen. r ist wie in w 2 eine Energie yon der Gr(i~en- 
ordnung fl ' .  10 -12 erg. T/m ist naeh (63d) yon der GrS~enordnung der 
Maximalgeschwlndigkeit der Elektronen, da k in (63 d) die Werte yon - -  G 
bis -[-G durchli~uft. Bei den freien Elektronen von S o m m e r f e l d  

T 
betrag~ sie 10Semsee -1. Wi t  wollen setzen - -  == ~'. 10Scmsec -1, so 

dal} fiir ~reie Elektronen T' wie auch /~' yon der GrSl~enordnung 1 sind, 
und die Bindung dadurch beriicksichtigen, dal~ wir setzen ~' = fl' = ~0" 
C ist naeh (64) das reziproke Quadrat elner Lange yon der Gr(i~enordnung 

hv 
des Atomradius, d.h. 10-Scm. a ~  ist, wie man sieh leieht iiberzeugt, 

eine reine ZaM -con der Gr(il~enordnung,1. Sei T = 30 ,  so erhalten 
wir mit diesen Werten 6 - ~  10 ~s elst. Einh. Dieser mit der Erfahruz~g' 
im Einklang stehende Weft  ist in Anbetracht unserer rohen Annahmen 
immerhin befriedigend. 

1 
Fiir den Widerstand W = - -  erhalten wir die durch die Erfahrung 

6 
langst bekannte Proportionalitat mit der absohten Temperatur, wie dies 
auch yon W.V. H o u s t o n ,  1. c., gefunden wurde. 

2. T ~ O :  Ein g~nzlieh anderes Verhalten abet zeigt unser Leiter 
bei tiefen Temperaturen. Ohne Beriicksichtigung der Nullpunktsbewegung 
des Gitters hat W.V. H o u s t o n  bier ein Abfallen proportional T 2 ge- 
funden. Wiirde man die Nullpunktsenergie mit beriicksichtigen, was yon 
tier Quantenmeehanik gefordert wird, indem man etwa die entspreehende, 
von D e b y e  und W a l l e r *  fiir die Streuung yon RSntgenstrahlen ab- 

* P. Debye, Ann. d. Phys. (4) 48, 49, 1914; J. Waller, ebenda (4) 83, 
153, 1927. 
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geleitete Formel verwendet, so bekame man einen temperaturunabhangigen 
Zusatzwiderstand, der noeh beim absohten Nullpunkt etwa ein Viertel 
yore Widerstand bet Zimmertemperatur ausmachen wiirde. Es erscheint 
zun~chst sehwierig, dieser vSllig im Widerspruch mit dem Experiment 
stehenden Tatsache zu entgehen, urn so mehr, a l s  die Streuung der 
RSntgenstrahlen deutlich auf die Existenz ether ~qullpunktsbewegung in 
~bereinstimmung mit der Theorie hinweist. 

Wit  wollen zeigen, dad trotzdem unsere Formel (78) das Yer- 
schwinden des Widerstandes fi~r tiefe Temperaturen richtig wiedergibt. 

Es beruht dies auf dem oben in Gleichung (62 a) hervorgehobenen Urn- 
stand, da~ bet iedem Streuprozel3 die Energie hv  yore Gitter auf- 
genommen oder abgegeben werden mul~. Energieabgabe durch dasGitter 
ist bet abnehmender Temperatur immer weniger mSglieh, da das Gitter 
immer weniger Energie enthalt. Energ ieaufnahme ist dagegen fiir das 
(Jitter selbst bet tiefsten Temperaturen unverandert m~glich und fi~hrt ira 
allgemeinen zmn genannten Restwiderstand am absoluten •ullpunkt (vg]. 
die Streuung der RSntgenstrahlen). In unserem Falle beflnden sleh abet 
auch die zu streuenden Elektronen (ira Gegensatz zum eben genannten 
Fall der R~ntgenstrahlen) in thermischem Gleichgewicht, k~nnen daher 
bei abnehmender Temperatur immer weniger Energie an das Gitter ab- 
geben. Also werden bet abnehmender Temperatur auch die Prozesse, die 
im allgemeinen zu jenem Restwiderstand Anla$ geben, immer seltener, 
tier Restwiderstand versehwindet. 

Es ist mir nicht gehngen, aus der Integralgleiehung (82) die Funktion 
c(e) streng zu ermitteln, was zu ether genauen Bereehnung des Wider- 
standes nStig ware. Um zu zeigen, dal3 fiir tiefe Temperaturen der Wider- 
stand proportional zu T 8 versehwindet, geniigt es indessen, den asym- 
ptotisehen Verlauf der Funktion c @) fiir I e] >> 1 zu untersuchen. Der 
physikalisehe Grund hierfiir liegt darin, dab es, wie wir unten zeigen 
werden, yon diesem Verlauf abhangt, wie stark die bel tiefen Temperaturen 
nur noeh sehr wenig angeregten kurzwelligen Eigenschwingungen von 
den StSl]en der Elektronen beeinfluflt werden. 

Wir wollen zunaehst annehmen, dal~ c (s) fiir O >> ~ ~ 1 stark an- 

wachse, etwa naeh A r t  einer Funktion e ~ e ~, w o n  irgend eine positive 
oder negative Zahl yon der GrSl~enordnung 1 ist and diese Annahme ad 
absurdum fiihren. Dabei beschranken wir uns auf e > 0, da naeh (82) gilt 
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Aus (82) wird ftir e ~ 1 

O/T OIT 
[" x~dx x ) [ 1 - -  11'\~ x~dx 

P(O)S-~-c(e) j eT - - -  ~ jc(~ + ,. Q ~ )  X~]e,_ 1 
o o 

OIT 

f x 2 dx 
+ c ( ~ )  (e~__ l i  ( ~ : 7 +  e_~ ) 

o 
oIT 

(4 x )  L 1 - -  �9 ( 8 6 )  

o 

Der dritte Summand dar[ ersetzt werden dureh c (4) x ~ dx = -~ c(e), 
o 

da der Integrand ftir 1 ~ x % e ; e - ~  >~ e-~, wo er den Hauptantel l  bei- 
~r~gt, dureh x ~ ersetzt werden darf und ffir x ~ ~ exponentiell ver- 

sehwindet, sobald e - ~  ~ e -~.  Der vlerte Sunmaand darf vernaehlassigt 
werden, da fiir den wesentlieh in Betraeht kommenden T d l  1 ~ x ~ e 
naeh nnserer Annahme c (4 - -  x) ~ c (E) und da ttir x > 2 ~, wo [da c (4) 

eine gerade Funktion ist] c ( e - - x )  --~ c(e) oder sogar c ( 4 - - x ~ c ( ~ )  
das im Nenner auftretende e z dafiir sorgt, dal~ dort der vierte Summand 

gegen den zweiten vernachl~ssigt werden kann. Das beim ersten Summand 
auftretende Integral  ist eine Zahl der GrS~enordnung 1, darf deshalb 

$8 

gegen das beim dritten auftretende -~ ~ 1 vernaeh]~ssigt werden und 

start  (86) diirfte man sehreiben: 
OlT 

o 

Diese Integralgleichung aber wird ftir ~ ~ 1 gel(/st dureh den Ansatz 

3 P  ( 0  "s 
~(~) = 7 -  ~ ) ,  

da dann das Integral  fiir wachsende Werte  yon ~ verschwinde6, und mit- 

hin ist die Annahme eines fiir gro]]e Werte  von s exponentiell an- 
steigenden c (e) als sieh se]bst widersprechend widerlegt. 

Daraus folgt zunachst, da~ 
c (~) 

Z(~) ~ k T ( e  ~ + l ) ( e  - ~ + 1 ~  ftir s i ~ >  1 

wegen des Ansteigens des Nenners exponentie]l verschwindet, da dieses 
nicht dutch ein entspreehendes Anwaehsen yon c (e) kompensiert werden 

Zeltschrif~ t'iir t)hysik, Bd. 52. 4 0  
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kann. Dies bedeutet, daft sich wiederum nur die~enigen Elektronen 
merklieh an der Stromleitung beteiligen, deren Energie an der kdtischen 
Stelle 1 bis 2 (Fig. 2) liegt. 

Is t  aber s yon der Grtil~enordnung 1, so indert sieh (82) nieht 

O 
wesentlieh, wenn fiir die obere Grenze des Integrals start ~- ~ 1 : ~ ge- 

setzt wird, d a c ( ~ - - x )  und c ( ~ x )  fiir x ~  1 nlcht in dem Mal]e 
waehsen kiinnen, um zu verhindern, dal] wegen des e z im Nenner der Inte- 

grand hinreichend verschwindet. Damit wird ausgesagt, dal] dieienigen 

h v _  1 Eigenschwingtmgen, fiir deren Frequenz die Beziehung x ~ ~ ~ gilt, 

nicht mehr wesentlich am Zustandekommen des Widerstands beteiligt sind, 
d. h. um so langwelligere Eigenschwingungen nut noch mltmachen, ie tieier 
die Temperatur ist. Da Q eine reine Zahl yon der Gr~il~enordnung 1 ist, 

dart dann ia (82) Q x: gegen 1 vernachlissigt werden und bei ge- 

gebenem e hingt  c (e) nur noch dank des auf der linken Seite auftretenden 

e (~) ---- c* (~), 

wobei c* (e) nur noeh yon e allein abhangt. Daraus [olgt naeh (80) in 
der Umgebung der kritischen Stelle: 

% ( E ) ---- c) E T c* K T ' 

und daraus wie in (84) fiir den Strom 

j _ _ 2 e ~ , t f l  ~ G  ~ ~ 4 ~  ev G 8 ( O )  :~ 
m V  ~2%(Q) u ~  d ~ d ~ d ~  3 ~  m V  8 ~  3 6 ~2~.c* (0), 

und mithin fiir den Widerstand 

W~,~ T 8. 

Die von Gr t i ne i s en  aufgestellte empirische Formel t verlangt W-.~ T ~, 
doch schelnen neuere Messungen auch einem T3-Gesetz recht zu geben. 

Es ist durchaus wesentlieh, dal~ die ,,ZusammenstN]e" der Elek- 
tronen mlt dem Gitter nieht vollkommen elastisch, sondern stets yon 
einem Energieaustausch begleitet sind. Zum ersten beruht darauf natiir- 
llch die Erwirmung eines Leiters, der yon einem Strom durchflossen 

t Siehe z. B. Handb. d. Phys. XIII, S. 18. 
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wird. Dann abet ist diese Tatsaehe wie oben erwahnt aueh entseheidend 
fiir das Verschwinden des Widerstandes mit der Temperatur. Wiirde 
man in (76) statt E _-4-h v einfach E setzen, so bekame man fiir den 
Widerstand ein Gesetz yon der Form 

OIT O]T 

W ,-~ ( T ) 5. y e~ ~~I x' d x = 2  ( T ) . i e-~-~-f-- l -J- 5 d x 1 
o 0 

d. h. einen temperaturunabh•ngigen Zusatzwiderstand, wie er sieh auch 
nach der Theorie der Warmestreuung von Riintgenstrahlen bei Bertick- 
sichtigung der b~ullpunktsbewegung des Gitters ergabe. 

In w 3 wurde gezeigt, dab das entartete und das nicht entartete Gas 
hinsichtlich ihrer spezi{isehen Wiirme ein ganz versehiedenes Verhalten 
zeigen. Wir wol[en zeigen, daI3 dies auch ftir die elektrische Leitf~hig- 
keit gilt, indem wir auch hier neben dem soeben behandelten Fall 

1 des entarteten Gases den Fall y ~ 1 untersuchen. 
Die Qberlegungen verlaufen im wesentlichen gleich, wie bei 7 ~ 1. 

Man erhalt wleder 

6) fo (87) 
z ( e )  = - -  c ( e )  0 e 

[o entwiekeln wir, wie in (33) nach Potenzen yon l/T, und zwar erhalt 
man mit (63 e) 

A IX 1 ( e o Q ~ ) ] ,  
f ~  A-~ 1 A + I  ~ - ~ "  

Ofo co A 
- -  _ _  . 

0O 2 0 k T ( A  ~- 1) ~ 

Setzt man dies in (87) ein und bereehnet sich, wie in (84), den Strom 
und daraus den Widerstand, so erhalt man, wieder unter Benutzung der 

yon der wit voraussetzcn "wollen T o ~ O fiir Temperatur T O = ~, 

T 0 ~ T ~ O infolge der Nullpunktsbewegung 

W,- . ,T  
und fiir T o ~ O ~ T  

W ~ T ~, 

welch letzteres Gesetz allerdings nie bei Leitern gefunden wurde. Wir 
wollten mit der zuletzt gegebenen IJberlegung nur zeigen, dad die ~ISg- 
liehkeit eines iJlberganges zwischen zwei ganz verschiedenen Gesetzen 
der Leitfahigkeit besteht, der sich bei einer yon der charakteristischen 
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vfillig unabhangigen Temperatur vollzieht. Daft sich solche iJbergange 
wirklich ereignen, zeigt das Phanomen der Supraleitfahigkeit, das aller- 
dings bls heute noch unerk/art ist. 

Zum Sehlusse mSehte ich Herrn Professor F l e i senbe rg  meinen herz- 
lichsten Dank anssprechen fiir die Anregung zu dieser Arbeit sowie ftir 
sein steres Interesse an ihrem Fortgang und die zahlreichen wertvollen 
Ratschlage, die er mir dabei hat zuteil werden lassen. 

L e i p z i g ,  Institut d. Universitat f. theor. Physik, 25. Juni 1928. 

Berichtigung 
zu der Arbeit: Uber die Polarisation der charakteristischen RSntgenstrahlung*. 

Von H. Mark  und K a r l  Wolf. 

S. 5~ Z. 4 v. u. lies D o -  Ds, D 1 - - D g ,  D 2 - - D l o  usw. start D o bis DB, D 1 bis 
Do, D2 bi~ Dlo usw. 

S. 6, Z. 9/10 v .u .  lies D 4 - D o ,  D 4 - D B ,  D 1 2 - - D  s usw. start D4 bis Do, D 4 
bis D8, D12 his D s usw. 

* ZS. f. Phys. 5~, 1--7, 1928. 


